V.V, BELETSKI 


ESSAIS 
SUR LE MOUVEMENT 
DES CORPS COSMIQUES 


V.V. BELETSKI 


ESSAIS 
SUR LE MOUVEMENT 
DES CORPS COSMIQUES 


DÉDICACE 


Ferri Bren, simple soldat de l’armée ausiro-hongroise, était à Lout 
de forces. Il faisait nuit noire quand il déboucha de la forêt sur un che- 
min vicinal. Un charroi roulait sur la route. On distinguait à peine les 
rares silhouettes des cochers; les sabots des chevaux pataugeaient dans 
la boue. Sans hésiter Ferri Bren bascula dans un chariot qui roulait sans 
cocher, tira sur lui un coin de bäche et s'endormit. 

Un bon coup de poing dans les côtes le réveilla à l'aube. Un groupe 
de cochers, soldats de l’armée de l’Empire russe, se tenait autour de lui. 
Rigolant, jurant sans méchanceté et donnant à Ferri Bren des lapes ami- 
cales sur le ventre, ils le délestèrent de son arme et de son harresac. Lé- 
gèrement apeuré, l'Allemand slovène Ferri Bren sauta au bas de la 
téléga sur un sol visqueux d'automne, le sol de la Russie. Sans savoir 
que c'est à jamais. Qu'il combattrait aux rangs du régiment interna- 
tional de la Garde rouge. Qu'il vivrait et travaillerait pendant cinquante 
ans en cette nouvelle patrie. Qu'il aurait une nombreuse famille adopti- 
ve et qu’il la ferait vivre de son rare métier de couturier de théâtre. Et 
qu'il reposerait dans un cimetière paisible de la lointaine ville d'Ir- 
koutsk.… 

Et qu'il y aurait un jour ce livre dédié à sa mémoire, à la mémoire 
de Fédor Jossifovitch Bren, mon grand-père. 


VB. 


PRÉFACE DE L'AUTEUR 


L'Univers respire, infini, 
Passent des fusées comme des gouttes de soleil. 
Ce sont vos rêves et prémonitions. 
Vos connaissances. Vos insomnies. 
R. Rojdestvenski 
À ceux dont j'ignore les noms 


Dans les chapitres qui vont suivre, nous parlerons de certains 
résultats théoriques intéressants obtenus en mécanique du vol spa- 
tial. c’est-à-dire en théorie du mouvement des engins spatiaux. Quel- 
ques problèmes récents relatifs à la mécanique céleste seront égale- 
ment évoqués. 

Cet ouvrage n'est pas destiné à l’enseignement: l’auteur n'y 
propose donc pas un exposé systématique et complet de la discipline 
« Mécanique du vol spatial ». Il y a plus: bon nombre de résultats 
remarquables, aussi intéressants qu'importants, n’y seront même pas 
mentionnés. Notre objectif est différent. Au cours de son développe- 
ment dynamique, la mécanique du vol spatial a donné naissance à 
toute une série de problèmes qui attirent l'esprit par leur élégance et 
leur nouveauté. Mon intention était de faire connaître au lecteur des 
découvertes originales, parfois inattendues, qui ont permis de remet- 
tre en question certains problèmes classiques de la mécanique; mon 
intention était aussi de signaler certains problèmes qui se posent au- 
jourd'hui en dynamique du vol spatial. 

Or, on ne peut pas parler des problèmes de mécanique du vol spa- 
tial sans décrire les méthodes de recherche employées. La mécani- 
que du vol spatial utilise aujourd'hui essentiellement les méthodes et 
résultats de la mécanique rationnelle et céleste, des sciences indus- 
trielles et des mathématiques. Pour employer une locution à la mo- 
.de on peut dire que la mécanique du vol spatial est née au carrefour 
de ces disciplines. 

Tous les problèmes évoqués n'ont pas la même importance. 
Quelques-uns ont déjà servi à de nouvelles réalisations connues de 
tous (les lancements de spoutniks, de luniks, ...), d’autres trouveront 
leur emploi dans un avenir proche (les voyages interplanétaires à 
faible poussée) ; il v a aussi des problèmes dont nous ne distinguons 
pas encore nettement le champ d'application. Ils ont cependant tous 
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une qualité en commun: ils sont captivants. En tout cas, l’auteur 
fera son possible pour en persuader un lecteur visé : l'étudiant en mé- 
canique générale qui pense déjà au choix de sa future spécialité. 
L'auteur veut lui faciliter le choix! 

Si, grâce à ce livre, le lecteur a pu se faire une première idée de 
ce monde merveilleux et plein de dynamisme qu'est la mécanique 
du vol spatial, l’auteur pourra se féliciter : il s’est bien acquitté de 
sa tâche. 

Dans un ouvrage écrit sur un sujet comme le nôtre, on est presque 
toujours obligé de faire des calculs encombrants. L'auteur essaie tou- 
tefois de souligner, chaque fois que cela est possible, l'élégance du 
processus même de la recherche qui conduit à tel ou tel résultat. L'ac- 
cent est mis sur l’analyse des résultats, matérialisés sous forme de 
diagrammes, de dessins, parfois de chiffres. Nous avons tâché de 
rendre notre exposé aussi clair que possible, usant de procédés géo- 
métriques élégants. Un exemple typique en est l'analyse des inté- 
grales premières du mouvement. 

Nous avons dü ouvrir quelques « parenthèses » consacrées à des 
rappels de mécanique et de mathématiques, indispensables à la lec- 
ture, mais qui n’'alourdiront pas outre mesure, nous l’espérons, le 
style léger de ces essais. L'auteur ne veut pas se priver du plaisir 
tantôt d'avancer une hypothèse peu sérieuse, tantôt de faire une ana- 
logie inattendue, à l'instar des auteurs d'ouvrages de vulgarisation 
scientifique et de science-fiction. Cependant l'appareil mathémati- 
que utilisé partout dans ce livre — les systèmes d'équations diffé- 
rentielles ordinaires — est vraiment trop sérieux pour qu'on puisse 
prétendre que ces Essais sont à la portée d'un lecteur non averti. 

A notre avis, le niveau d'instruction indispensable à la bonne in- 
telligence de tous les chapitres est celui d’un étudiant d'Université 
de troisième. voire de quatrième année (plus rarement de deuxième) 
en mécanique, physique. mathématiques, ou sciences techniques ; cer- 
tains passages sont mème à la portée d'un collégien un peu doué. 
1 y a pourtant aussi des points plus difficiles. Ils ne doivent pas dé- 
router le lecteur, qui. armé d'un crayon et d'une feuille de papier, 
fera son possible pour décrypter le texte. Notons que l’auteur s’est 
toujours efforcé d « alléger » son style, de le « désencombrer», de ban- 
nir tout académisme. Il n'aura pas toujours réussi ; le lecteur voudra 
bien l’en excuser, comprenant pertinemment que les traditions sont 
parfois plus fortes que les bonnes intentions. 

L'auteur espère que son livre procurera aussi quelques moments 
de détente à d’autres lecteurs : aux étudiants des dernières années de 
l'Université, aux étudiants post-universitaires préparant leur thèse, 
aux professeurs de mécanique rationnelle, aux chercheurs et ingé- 
nieurs en mécanique du vol spatial et des spécialités connexes/L 
teur a déjà eu l’occasion de se rendre compte de l’impact du & 
et du style de ces Essais sur les lecteurs de toutes ces catégories 
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lesquels il a fait des conférences de caractère général sur les sujets 
traités dans différentes universités de l'Union Soviétique. 

Nous faisons souvent référence, dans le texte, aux publications 
des chercheurs contemporains en mécanique et en mathématiques ; 
d'autre part, les propres recherches de l’auteur sont aussi très large- 
ment représentées dans le livre. 

J1 faut dire qu'en général ce livre ne touche qu'une petite partie 
des problèmes qui se posent aujourd hui en mécanique du vol spatial 
et en mécanique céleste. Certaines questions mentionnées n'ont trou- 
vé leur réponse que tout dernièrement. Or, n'oublions pas que tout 
progrès est dérisoire face à la Nature. [1 y a eu et il y aura toujours 
plus de problèmes non résolus, voire non encore posés, que de problè- 
mes résolus. Sir Isaac Newton a dit : « Je ne sais pas ce qu'on dira de 
mes recherches. Quant à moi, je me suis toujours comparé à un petit 
garçon qui, jouant au bord de la mer, ramasse tantôt un galet aux 
couleurs vives, tantôt une coquille châtoyante, tandis que l'immen- 
se océan de la Vérité sans fond et sans bornes s'étend devant moi. » 

J'ai eu de la chance de faire mes études sous la direction de scien- 
tifiques et pédagogues éminents *), en compagnie de ceux qui devien- 
dront plus tard des chercheurs de renom, puis de travailler aux côtés 
de spécialistes chevronnés. Puisse ce livre exprimer ma reconnais- 
sance à mes maîtres, à mes amis et à mes collègues! 

L'auteur tient à remercier Dmitri Okhotsimski d’avoir soutenu 
l’idée de ce livre; Vladimir Diomine, de s’être chargé de la lourde 
tâche de rédacteur ; Natalia Konikova et Evguénia Stépanova, d’avoir 
mis en ordre le manuscrit; Nikolaï Parousnikov et Géorgui Sazvy- 
kine, d’avoir fait preuve de solidarité et d'enthousiasme à toute ép- 
reuve. 

Ce livre serait sûrement resté en chantier sans les soins quoti- 
diens de Nina Béletskaïa. Les bons conseils de Timour Enéev m'ont été 
précieux. 

L'auteur exprime une gratitude particulière au docteur ès scien- 
ces physico-mathématiques Igor Novojilov dont les merveilleuses 
illustrations graphiques ont embelli le livre. 

L'auteur voudrait aussi dire un mot sur les techniciens dont les 
succès notoires dans la conquête du cosmos et dans la mise au point 
des techniques spatiales ont stimulé le progrès en maints domaines 
des sciences exactes. On rencontre rarement leurs noms sur les pages 
des revues; ils n'écrivent presque jamais de livres et soutiennent ra- 
rement des thèses. Mais, sans leur contribution, beaucoup de thèses 
en mécanique seraient restées non soutenues et beaucoup de livres 
n'auraient pas été écrits. Ÿ compris celui que vous tenez dans les 
mains. 

L'auteur 

*) Je voudrais nommer en premier lieu Vladimir Goloubev, Nikolaï 
Tchétaïev et Arkadi Kosmodémianski. 


PREMIER ESSAI 


SUR LE MOUVEMENT PERTURBÉ ET NON PERTURBÉ 
D'UN SATELLITE, AVEC UNE PARENTHÈSE 
SUR LES MÉTHODES ASYMPTOTIQUES 
DE LA MÉCANIQUE NON LINÉAIRE 


— Mon ami Fagot, montre-nous pour com- 
mencer quelque chose d'un Feu simple. 
M. Boulgakov 

Le Maitre et Marguerite 


1. On a de la chance 


Commençons par quelques résultats classiques, trop connus Four 
être captivants mais absolument indispensables par la suite. 

Le fondement de la mécanique céleste et de la mécanique du vol 
spatial est la loi de la gravitation universelle de Newton: deux points 
matériels de masses m et M s’attirent avec la force 

F= x, (1.1.1) 
où rest la distance entre les points et / la constante universelle de 
gravitation (f = 6,67-10"8 cmS.g"1-s"°). 

Si l’on considère le mouvement d’un point (m) par rapport à 
l'autre (A1) abstraction faite de toutes les forces sauf F, les équa- 
tions différentielles du mouvement s'écriront sous la forme [1.1] *) 


z+H=0, y+H=0, +40. (1.1.2) 


où ni = f (M + m), x, y, z sont les coordonnées du point m dans un 
système de coordonnées d'origine en { animé d'un mouvement de 
translation, et r — V r° + y* + 2°. Ces équations se laissent aisé- 
ment intégrer au moyen de fonctions élémentaires. Cette circonstan- 
ce a une importance toute particulière. En effet, nous avons négli- 
gé toutes les forces appliquées au point considéré m sauf F. Cependant 
ces forces existent, si bien que les équations du mouvement de- 
vraient s'écrire 


z+É=f, y+ef, 24H 2, (143 


OÙ fx /ys J2 Sont les composantes des accélérations additionnelles. 
Les équations (1.1.3) ne sont déjà pas intégrables en général. Presque 


*) Voir la bibliographie en fin du livre. 
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tous les problèmes de mécanique se définissent malheureusement par 
des équations non intégrables, sauf quelques problèmes rares tels que 
le mouvement de deux points matériels sous l’action de la force 
(1.1.1) de l'attraction mutuelle. 

Le destin a voulu que la race humaine apparaisse et évolue sur 
une planète gravitant autour d’une étoile non binaire (le Soleil), en 
compagnie d’autres planètes fort éloignées l’une de l’autre et beau- 
coup moins massives que l'astre central. Dans ces conditions, on 
peut sans grande erreur employer les équations (1.1.2) qui définissent 
le mouvement de chaque planète sous l’action de la seule force d’at- 
traction de la planète par le Soleil. En effet, les équations « exactes » 
(1.1.3) ne diffèrent de (1.1.2) que par des composantes f., f,, f. qui 
sont absolument négligeables en l'occurrence: 


VAR < ur. 


Supprimant les seconds membres des équations (1.1.3), on retrouve 
(1.1.2), équations qui possèdent deux qualités inappréciables : 

1° elles sont intégrables ; 

29 elles définissent après intégration un mouvement très simple 
(périodique). 

Autrement dit, c'est l'architecture méme du système solaire qui 
explique la simplicité relative du mouvement de chaque planète, 
ainsi que le fait que ce mouvement obéit à des équations différentiel- 
les intégrables. C’est cette mème circonstance qui aura permis à l’hu- 
manité, dans un délai relativement court *), d’abord de cerner les 
lois de mouvement des planètes (Kepler) et ensuite d'expliquer ces 
lois (Newton). 

I1 faut dire que beaucoup d'étoiles de la Galaxie sont doubles ou 
triples, à la différence du Soleil. Supposant qu'un système d'étoile 
multiple possède des planètes à orbite stable (de telles orbites peu- 
vent exister), une race d'êtres intelligents pourrait bien naître sur 
une planète de ce type [1.2]. Or, les êtres doués de la raison et habitant 
une planète dans un système d'étoile double seraient franchement dés- 
hérités par la nature en comparaison avec l’humanité de la planète 
Terre. En effet, dans un système d'étoile binaire, le mouvement d’une 
planète se définit par les équations (1.1.3) dans lesquelles les seconds 
membres cessent d’être négligeables : les deux étoiles exercent sur la 
planète une influence comparable. La trajectoire de la planète s’en 
trouve singulièrement compliquée ; d'éventuels chercheurs auront mis 
un temps fou à expliquer son mouvement et n’arriveront probable- 
ment jamais à comprendre qu’il est régi par une loi toute simple 
(1.1.1) qui tient compte de l'attraction de la planète par chacune des 
étoiles. Comme quoi les Kepler et Newton de là-bas auront du pain 


*) Le: quelques milliers d'années d'existence de la civilisation humaine 
représentent moins de 1 o, de la durée d'existence de l'espèce Homo sapiens. 
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sur la planche... On ne peut démontrer la loi (1.1.1) autrement qu'en 
montrant que la solution de (1.1.3) est absolument conforme aux 
données d’observation ; or, les équations (1.1.3) ne sont pas intégra- 
bles. 

Pour une telle race intelligente hypothétique le chemin de la con- 
naissance serait beaucoup plus pénible et lent que le nôtre (qu’on pen- 
se seulement aux épicycles de Ptolémée d’un système d'étoile mul- 
tiple...). Et puisque la cadence de l’évolution d’une civilisation est 
fonction du volume des connaissances acquises, l’auteur risque 
d'avancer le postulat suivant: 

L'évolution de la civilisation dans les systèmes d'étoiles multi- 
ples (toutes choses étant égales d’ailleurs *)), est moins rapide que 
dans les systèmes d’étoiles simples. 

Comme quoi on a encore de la chance... 


2. Le mouvement képlérien 


La masse d’une planète est négligeable par rapport à celle du So- 
leil, de même que la masse d’un satellite artificiel par rapport à la 
Terre. On peut donc admettre que le centre de masse du système se 
confond avec celui du corps plus massif. Par la suite, toutes les fois 
que le contraire n’est pas spécifié, on entendra par corps central la 
Terre et par corps de masse négligeable son satellite artificiel. 

La force d'attraction newtonienne exercée sur le satellite est ca- 
ractérisée par l'accélération 


fn= —e, (4.2.1) 


dirigée vers le centre de la Terre. Dans cette formule e, est le vecteur 
unité dirigé du centre de la Terre vers le satellite que l’on considère 
comme un point matériel. À cette accélération correspond la fonc- 
tion de forces du champ de forces centrales newtonien 


U = ur, (1.2.2) 


si bien que, dans un système de coordonnées fixe dont l’origine est 
au centre de la Terre, l'accélération se décompose en 


ei, = FE, (1.2.3) 


et les équations du mouvement (1.1.2) deviennent intégrables. Si 
une orbite vérifie ces équations, on dit que cette orbite est képlérien- 
ne. 


*) L'auteur ne voit pas d'inconvénient à ce que la connaissance emprun'e 
quelque part une voie plus rapide, sans passer par les équations différentielles 
dont on connaît trop bien les déficierces. Si l’on y ajoute que certaines «ivili- 
sations n'ont absolument rien de commun et ne peuvent de ce fait étre compa- 
rées, on comprendra le sens de Ja remarque. 


2 if \ 
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Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait même que les équa- 
tions (1.1.2) sont intégrables, et non sur les modalités de l’intégra- 
tion qui sont décrites dans tous les cours de mécanique rationnelle 
et céleste (voir par exemple [1.1], [1.3]); on n’a donc aucun besoin 
de revenir là-dessus. À la suite de l'intégration, on s'assure toujours 
que le satellite parcourt une orbite elliptique, parabolique ou hyper- 
bolique dont un foyer se confond avec le centre de la Terre. 

Ce sont les orbites elliptiques qui nous intéressent tout particu- 
lièrement. On en voit une sur la figure 1.1. En coordonnées polaires 
r, v l'ellipse a pour équation 

_ P 

Tr = TEecosv (1.2.4) 
où l’angle v est compté à partir 
de la direction r. issue du centre 
de la Terre et allant vers le point 
le plus proche de l'orbite, ou 
périgée. La distance entre le 
satellite et la Terre atteint son 
maximum r, au point de l'orbite 
appelé apogée, lorsque v — 180”. 
L’équation (1.2.4) contient deux 
constantes p et e. La quantité 
p s'appelle demi-paramètre focal 
de l'orbite; sa signification géométrique ressort clairement 
sur Ja figure 1.1: elle caractérise les dimensions de l'orbite. 
Quant à la quantité e, c’est l’excentricité de l'orbite; elle caractérise 
son aplatissement plus ou moins grand. Si e = 0, l'orbite est circu- 
laire; pour e — 1 sa forme tend vers une parabole. Les quantités 
p ete se laissent exprimer en fonction de la distance à l'apogée r, 
et au périgée r.: 


Fig. 1.1. Orbite elliptique képlérienne 


9 — 
p= ER, ee, (1.2.5) 
ra tra raTtTrn 


La plus grande dimension de l’ellipse est caractérisée par la quantite 
a appelée demi-grand axe: 


a="eitz, (1.2.6) 
Les quantités p, e, a vérifient la relation 
p=a(i —e). (1.2.7) 


L'angle v intervenant dans (1.2.4) s'appelle anomalie vraie. 
C'est sa variation en fonction du temps, v (t), qui définit la loi du 
mouvement du satellite en orbite. En théorie des orbites képlériennes 
le plus difficile est d'exprimer v sous forme explicite en fonction du 
temps {. 
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La vitesse angulaire dv/dt du satellite en orbite est régie par une 
loi appelée intégrale des aires: 


= up. (1.2.8) 


Portons-y r(v) tiré de (1.2.4) et calculons l'intégrale correspondan- 
te: nous obtenons une expression explicite du temps t en fonc- 
tion de v, { = t (v). Il s’agit de résoudre cette équation transcendante 
par rapport à v. À cet effet, introduisons une nouvelle variable EF, 
dite anomalie excentrique (voir fig. 1.1), et liée à v par les relations 


cos v= SE, sinv= Me VT—e, (1.2.9) 

avec 
r=a(l—ecos E). (1.2.10) 
L'anomalie excentrique £ est liée au temps t par l’éguation de Kepler: 
E — esinE = n(t —71*) (1.2.11) 


dans laquelle nr = V u/aÿ est le « moyen mouvement » ; la constante 
t* marque l'instant de passage au périgée de l'orbite. De (1.2.11) on 
déduit sans peine que la période de révolution du satellite en orbite 
est 


T=91V au. (1.2.12) 


Expliciter Æ sous la forme £ (t) dans l’équation de Kepler (1.2.11) 
revient à expliciter v en fonction du temps sous la forme v = w (t) 
dans (1.2.9), aussi bien que r —r(t). Pour en savoir plus sur les 
méthodes et les résultats de la résolution de l'équation de Kepler, 
nous mea au lecteur le traité de G. Doubochine déjà évo- 
qué 11.1 

Enfin, le module de la vitesse V du satellite en orbite vérifie la 
relation 


V=V u/pV 1+e2+ 2e cos v. (1.2.13) 


Les composantes radiale et transversale de la vitesse sont respective- 
ment 


V,=Vu/pesinv, V,=Ywp(i-Hecosv), (1.2.13’) 


si bien que la vitesse présente son maximum au périgée (v = 0) et 

son minimum à l'apogée (v = x). Le mouvement se produisant dans 

un champ de forces conservatif (1.2.2), on a naturellement la Loi 

de la conservation de l'énergie (ou l'intégrale de la demi-force vive) 
V3 


—-—À=h=Cte. (1.2.14) 
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Portons-y (1.2.13) et (1.2.4). Compte tenu de (1.2.7), il vient 


h= +. (1.2.15) 
Remarquons aussi qu’au lieu de l'intégrale des aires (1.2.8) on 
peut écrire l'intégrale vectorielle 


rXV=e (1.2.16) 


dans laquelle r est le rayon vecteur et V le vecteur vitesse du satelli- 
te. Le vecteur 


= — _ r+V<c. (1.2.17) 


dit vecteur de Laplace, devient alors constant; autrement dit, 1 
est intégrale des équations du mouvement. Porté par le demi-grand 
axe de l'orbite et orienté 
vers son périgée, le vecteur 
l'est de module 


|1| = ue. (1.2.18) 


Telles sont les principa- 
les lois du mouvement ké- 
plérien en orbite elliptique. 
Or, nous avons étudié ce 
mouvement dans le plan de 
l'orbite; pour définir com- 
plètement le mouvement 
dans l’espace, on doit 
connaître la position de 
l'orbite elle-même dans 
l'espace. À cet effet, pro- 
jetons le plan de l'orbite 
sur la sphère céleste et 
introduisons un système 
de coordonnées XYZ (fig. 
1.2) de telle façon que l’axe 
Z soit dirigé vers le pôle Nord céleste (c’est un point bien déterminé 
de la sphère céleste, voisin de l’étoile Polaire), l'axe X vers le point 
vernal (un autre point déterminé de la sphère, situé de nos jours dans 
la constellation des Poissons), que l’origine des coordonnées soit au 
centre de la Terre et le plan X Y confondu avec le plan de l’équateur 
terrestre. La ligne d’intersection des plans de l’orbite et de l’équa- 
teur s'appelle ligne des nœuds et les traces de cette ligne sur la sphère 
céleste. les nœuds de l'orbite. Le nœud ascendant de l'orbite est le 
point de la sphère céleste en lequel le satellite traverse l'équateur 
en passant de l'hémisphère austral à l'hémisphère boréal ; le nœud 


Fig. 1.2. Position de l'orbite dans l’espace 
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opposé est dit descendant. La position du plan de l'orbite est complè- 
tement définie par deux angles constants: 

— l'angle entre les directions du point vernal et du nœud ascen- 
dant : il s'appelle longitude du nœud ascendant et se note S); 

— l'angle entre le plan équatorial et le plan de l'orbite: il s’ap- 
pelle inclinaison de l'orbite et se note i. 

Le périgée :: de l'orbite se trouve à une distance angulaire cons- 
tante w de la ligne des nœuds. L’angle w, appelé longitude du périgée, 
est mesuré dans le plan de l'orbite entre la ligne des nœuds et la di- 
rection du périgée de l'orbite. 

Au lieu de l’anomalie vraie v, on utilise souvent un autre angle 
polaire variable u — w + v, dit argument de la latitude. I) est 
mesuré dans le plan de l’orbite entre la ligne des nœuds et le rayon 
vecteur courant de l'orbite. 

Faisons le point. L’orbite d’un satellite est caractérisée par deux 
paramètres constants indépendants p (ou a)ete; la position de cette 
orbite dans l’espace se définit par trois angles indépendants $}, w, 
i; la position du satellite sur son orbite se définit à chaque instant 
donné par le paramètre t*. On a donc au total six paramètres cons- 
tants indépendants qui déterminent complètement la position du 
satellite dans l’espace (ses coordonnées et sa vitesse à l'instant don- 
né), par exemple: 


a, e, 5, &, à, T*. (1.2.19) 


Les paramètres (1.2.19) sont appelés éléments de l’orbite du satellite *). 

Remarquons maintenant que le système de départ (1.1.2) est 
un système d'équations différentielles du sixième ordre (il réunit 
trois équations du second ordre); sa solution doit donc contenirsix 
constantes d'intégration arbitraires. Chaque fois que les valeurs de 
ces constantes se trouvent définies à l’aide de conditions initiales ou 
de conditions aux limites, on a un mouvement bien déterminé. Les 
éléments (1.2.19) sont précisément les constantes en question: ils 
sont au nombre de six et ils sont indépendants. Les données initiales 
associent des valeurs numériques concrètes aux éléments et définis- 
sent un mouvement concret. 


3. Mouvement perturbé. Eléments osculateurs 


Le mouvement képlérien étudié dans le n° précédent (et vérifiant 
les équations (1.1.2)) est aussi appelé mouvement non perturbé du 
satellite. Or, en réalité, le vrai mouvement d’un satellite est toujours 
décrit par des équations analogues à (1.1.3) car, en plus de la force 


*) Les éléments de l'orbite ne se définissent pas toujours de la même façon. 
Par exemple, la position du plan de l'orbite peut être rattachée au plan de l'éclip- 
tique et non au plan de l'équateur ; au lieu de e et de w, on prend deux com- 
binaisons indépendantes de e et w, et ainsi de suite. 
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d'attraction newtonienne produisant l’accélération (1.2.3.),le satel- 
lite éprouve l’action d’une multitude d’autres forces : la résistance 
de l’atmosphère, l'écart de l’attraction de la Terre par rapport à sa 
valeur théorique conforme aux formules de Newton, les attractions 
de la Lune et du Soleil, et ainsi de suite. Toutes les forces énumérées 
(et beaucoup d’autres) sont en général petites devant celle de l’at- 
traction newtonienne, si bien que la condition! 


VA+ITÉ< + 


a lieu. La prise en compte de ces forces n’ajouterait donc que des 
termes très petits aux équations du mouvement, à savoir: les 
composantes f;, f,, f- intervenant dans les seconds membres des 
équations (1.1.3). 

Si le satellite est soumis dans son mouvement à l’action simulta- 
née de la force d’attraction newtonienne (vers le centre de la Terre) 
et des forces additionnelles, on dit que son mouvement est perturbé; 
il obéit aux équations (1.1.3). Quant à la forme concrète des compo- 
santes f,, fy» f- de l'accélération perturbatrice, elle dépend de la 
nature des perturbations prises en compte : le frottement atmosphé- 
rique, ou les perturbations gravitationnelles, ou la pression de radia- 
tion, ou encore la totalité de ces facteurs. Tout dépend du problème 
à résoudre. 

Les équations (1.1.3) étant non intégrables, on se demande com- 
ment étudier le mouvement perturbé. Le raisonnement suivant aide 
à résoudre ce problème. Puisque les perturbations sont faibles devant 
l'attraction newtonienne, il est logique de supposer que le mouve- 
ment perturbé ne l’est pas excessivement, c'est-à-dire qu'il reste 
assez proche d’un mouvement képlérien. La solution des équations 
(1.1.3) doit donc être analogue à celle de (1.1.2). En effet, supposons 
que le mouvement perturbé se produit suivant une orbite « ellipti- 
que » à éléments (1.2.19) mais que ces derniers varient dans le temps: 


a (t),e (t), 52 (), © (t), ü (#8), T° (). (1.3.1) 


I1 ne reste alors qu’à mettre en évidence leurs variations en fonction 
du temps (compte tenu des équations du mouvement perturbé 
(1.1.3)). 

Une «ellipse» à éléments (1.3.1) s'appelle ellipse osculatrice, 
et ses éléments variables, éléments osculateurs *). Ce terme traduit la 
proximité étroite («intime», comme disait N. Moïsséev *+*)) 


*) Cette appellation, provenant du latin osculari, e baiser», est due 


à Lagrange. : : 

**) Le professeur Nikolaï Moïsséev (1902-1955) est le fondateur de l’école 
moscovite de mécanique céleste. Ses nombreuses recherches et ses talents péda- 
gogiques ont profondément marqué les esprits de la génération actuelle des 
spécialistes de mécanique céleste. 
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des orbites perturbée et non perturbée. Si l’on figeait les valeurs des 
paramètres en un instant arbitraire £*, le mouvement deviendrait 
aussitôt purement képlérien (elliptique) tout en restant, dans un voi- 
sinage de {*, très proche du mouvement qui aurait eu lieu si les pa- 
ramètres (1.3.1) continuaient à varier (dans ce même voisinage de 
t*). 
Pour établir les équations différentielles en éléments osculateurs 
(1.3.1), on doit passer des variables x, y, z, x, y, z aux variables (1.3.1), 
les porter dans (1.1.3) et résoudre ces dernières équations par rapport 
aux dérivées dp/dt, deldt, dS\/dt, dw/dt, dildt, dr* /dt des éléments os- 
culateurs. On voit facilement que la méthode des éléments oscula- 
teurs se réduit à la méthode de variation des constantes arbitraires 
du mouvement non perturbé conformément aux équations du mou- 
vement perturbé. Voici la règle fondamentale du mouvement oscula- 


teur : les coordonnées zx, y, z et les composantes x, y, z de la vitesse 
se définissent de la même façon en fonction des éléments, que ce soit 
dans le mouvement perturbé ou non, à ceci près que, répétons-le, les 
éléments restent constants en mouvement non perturbé mais varient 
dans le temps en mouvement perturbé. 


4. Orbite osculatrice du satellite équatorial 


Considérons un exemple élémentaire qui permet de comprendre 
les particularités du mouvement perturbé. 

Soit un satellite de la Terre qui se meut dans son plan équatorial 
[1.16, 1.17]. On sait que la Terre est un peu aplatie vers l'équateur, 
ce qui fait que la force exercée sur le satellite diffère légèrement de la 
force newtonienne. Or, tant que le satellite reste dans le plan de l’équa- 
teur, la force en question reste centrale (dirigée en permanence vers 
le centre de la Terre). L'accélération centrale conférée au satellite 
s'écrit sous la forme: 


LR$ 


rt 


f= Re (1.4.1) 
Le premier terme est l'accélération centrale newtonienne pure et le 
second, l'accélération perturbatrice provenant de l’aplatissement de 
la Terre; r est la distance du satellite au centre de la Terre; R,;, 
le rayon équatorial de la Terre; £, une constante sans dimension 
qui tient compte de l’aplatissement. On a pour la Terre £& — 0,0016. 
À l'accélération f (r) correspond la fonction de forces 


— h uR$ 
U = lfdr=hte Ds: 
Puisque le mouvement relève de la fonction de forces U(r) qui ne 
dépend pas explicitement du temps, l'énergie totale du mouvement 
2e 
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est conservée (voir un cours de mécanique): 


Re 2 (1.4.2) 


Par ailleurs, puisque la force est centrale, des équations du mouve- 
ment admettent encore une intégrale première, à savoir l'intégrale 
des aires (qui a lieu chaque fois que la force est centrale) : 


sc. (1.4.3) 
Ici y est l’angle polaire dans le système de coordonnées polaires r, 


Ecrivons maintenant les équations en termes d'éléments oscula- 
teurs pour notre problème. Si le mouvement est non perturbé, l’inté- 
grale des aires se présente sous la forme (1.2.8). Quel que soit le mou- 
vement, le premier membre de l'intégrale des aires peut s’écrire rV., 
où Ve est la projection transversale de la vitesse du satellite. Or, 
d’après la règle fondamentale du mouvement osculateur, les coor- 
données (r) et les vitesses (Ÿ.) doivent se définir en fonction’des élé- 
ments de la même façon dans le mouvement perturbé et non pertur- 
bé. De ce fait, la constante c de l'intégrale des aires (1.4.3) du mou- 
vement perturbé envisagé s’écrira comme le second membre de 


{1.2.8). On a donc c = W'up, d'où p = Cte ou, si l’on veut, 


dPp 
mr = (0. (1.4.4) 
Ceci est la première des équations écrites en éléments osculateurs 
pour le mouvement étudié. Le demi-paramètre focal de l'orbite oscu- 
latrice reste inchangé. 

Ensuite, compte tenu de (1.2.14), (1.2.15) et (1.2.7), écrivons 
l'intégrale de la demi-force vive (1.4.2) du mouvement perturbé: 


pu (e2—1) euRrg , 
Op der = À,. (1.4.2) 
Dérivons par rapport au temps. Il vient 
de pR4 : 
éT = ——€% ri | 


Or, toujours en vertu de la règle fondamentale du mouvement oscula- 


teur, l'expression de la vitesse radiale r = V, doit être de la même 
forme (1.2.13”) qu’en mouvement non perturbé, la dernière équation 
devenant alors définitivement 


= —e Vriri ————— sin v. (1.4.5) 


Il va de soi que r est conforme à TA 
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Reprenons l'intégrale des aires (1.4.3). Remarquons que @ = 
— v + ow, d’où il ressort qu’on peut mettre l'intégrale des aires sous 
la forme 


do _ Vup dv 
ee ne (1.4.6) 


Pour'écrire l'équation différentielle pour le troisième élément oscula- 
teur w, on doit donc connaître l'expression de dv/dt en mouvement 
perturbé. 

Tirant de (1.2.13”) l'expression de la vitesse radiale, mettons-la 


sous la forme 
e Sin V== V + Y, 


et dérivons-la par rapport au temps, compte tenu du fait qu’en mou- 
vement osculateur on a p = Cte. Il vient 

Le sinv+ ecosv=/ LV 

A SinvV+-eCcosvE= nu Vre 
Or, on apprend en cinématique que ÿ, =r— (fr + rp?), où f, est 
l'accélération radiale totale. Elle est définie par (1.4.1). A l’aide de 


l'intégrale des aires (1.4.3) exprimons « en fonction de r et portons- 
la dans Y, : 
| P _ Vrh{p e Vu R$ 
VER (E-1)-ORS. 


Puisque p/r — 1 = e cos v, on obtient définitivement en appliquant 
l'expression explicite (1.4.5) de de/dt: 


— = —_——_— — ——— cos v. (1.4.7) 
On tire alors aussitôt de (1.4.6) que 


dw __e Vup RÈ 
AE pa V, (1.4.8) 


si bien que le système d'équations différentielles (1.4.4), (1.4.5), 
(1.4.7), (1.4.8) est fermé par rapport à p, e, w, v. En toute rigueur, il 
faudrait y ajouter l'équation pour t* ; or, cela n’est pas obligatoire, 
car les équations énumérées suffisent pleinement à analyser le mou- 
vement. 

Remarquons tout d’abord que si l’aplatissement de la Terre était 
nul, e = 0, on aurait aussitôt non seulement p = p, mais aussi 
e = e, et © = &,, comme il se doit en mouvement képlérien. Or, 
pour e=£ 0, l’excentricité e et la longitude du périgée w sont des 
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Fig. 1.3. Courbes de variation de la ongles osculatrice du périgée pour . 
rentes valeurs initiales de Te , €o = 0,01; 2, eo = 0,02: 
€o 


Fig. 1.4. Courbes de variation de l’excentricité osculatrice pour ses différentes 
Valeurs initiales: 1, eo = 0,001 ; 2, eo = 0,0016 ; 3, eo = 0,002; 4, eo = 0,003; 
5, eo — 0,008: 6, eo = 0,009; 7, eo = 0,01 


fonctions du temps, ce qui fait précisément la différence entre le 
mouvement perturbé et le mouvement non perturbe. 

Les courbes des figures 1.3 et 1.4 expriment respectivement 
&@ (v) et e (ft) pour différentes données initiales en mouvement oscu- 
lateur. Ces fonctions ont été obtenues par intégration numérique de 
(1.4.4), (1.4.5), (1.4.7), (1.4.8). Nous remarquons que l’excentricité 
de l'orbite, tout en variant quelque peu dans le temps d’une façon 
périodique, ne présente cependant pas de changements systématiques 
(dits séculaires) qui pourraient à la longue faire dévier l’excentricité 
de sa valeur initiale. Pour estimer l'amplitude des variations de 
l’excentricité, on peut mettre l’intégrale de la demi-force vive (1.4.2) 
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gous la forme 


TE (44e cos v)°— (1 + e0 9] 


À (—e)=e 


D'où il ressort qu’au périgée osculateur (v = 0) on a e = emax = 
= e,. À l'apogée osculateur (v — x) la résolution approximative de 
l'équation cubique en € nous 
donne, à la puissance première 
de e près, 


Ro \2 
= Emin © 60 — 28 (=) ; 


pourvu que €9 >> 2€ (+). 

Le fait que l’excentricité 
osculatrice soit plus petite à 
l'apogée qu’au périgée veut dire 
que l’orbite est moins incurvée 
à l’apogée qu'au périgée. 

Passons aux courbes de w(v) 
montrées sur la figure 1.3. Ici 
nous constatons, en plus des 
variations périodiques de la Aw 
position du périgée, une dérive | Re 
systématique, ou séculaire, qui ff, 15 ShémsnPné de Lente 
augmente à chaque révolution rial de la Terre 
du satellite. Rapportée à une 
révolution du satellite, la dérive séculaire s'écrit 


R3 
27 2N p — 2 
do dt Re (1+e cos v)? cos v dv 
ES Ra on DRE à 
0 0 e—E€ “Da (Te cos veus 


Si €9 > 28 (+). cette intégrale se laisse calculer approximativement, 


à la première puissance de & près. Posant e Æ e,, on obtient 


Ro \2 
Ao = 27e (+) | (1.4.9) 
On peut donc représenter l'orbite du satellite comme une figure ova- 
le de taille constante (p = Cte), légèrement « pointue » au périgée 
et un peu « aplatie » à l'apogée, qui tourne d’un angle Aw (1.4.9) 
dans son plan quand le satellite fait une révolution complète. L'orbi- 
te d’un satellite équatorial est schématisée sur la figure 1.5. 
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Sie—e oue<e, la nature de la trajectoire ne change pas; 
par contre, le comportement des éléments osculateurs change fonciè- 
rement, si bien que l'orbite osculatrice risque d’être singulièrement 
différente de l'orbite réelle. 

Voici un exemple frappant. Parmi les orbites d’un satellite équa- 
torial, il y a une orbite strictement circulaire sur laquelle le satelli- 
te se meut avec une vitesse constante. Cette orbite reste-t-elle circu- 
laire si on la définit en termes d'éléments osculateurs ? 

Il se trouve que non. En effet {à une orbite circulaire réelle de 
rayon r, Correspond la solution exacte suivante des équations (1.4.4), 
(1.4.5), (1.4.7), (1.4.8): 


v—=0, e=e*—=E# 2) 
To 
p=ro(ite#), ol (4) +us 


Ainsi donc, transposée en éléments osculateurs, l’orbite circulaire 
devient une ellipse animée de rotation avec une vitesse angulaire 


O — V upo/r:, le satellite se trouvant en permanence au périgée 
(v = 0). Nous voyons que pour une perturbation aussi petite que 
l'on veut (£ = 0), il peut y avoir en mouvement perturbé dv/dt = 
æ 0, ce qui n’arrive jamais en mouvement non perturbé. 

Nous avons terminé l’analyse du mouvement osculateur d’un sa- 
tellite équatorial de la Terre. Les propriétés fondamentales du mouve- 
ment osculateur que nous avons dégagées sont les suivantes: 

— l'ellipse osculatrice traduit généralement (mais pas toujours), 
de façon qualitative, les propriétés du mouvement réel; 

— les perturbations des éléments osculateurs peuvent être pério- 
diques et séculaires. 

L'importance principale doit être attachée aux perturbations sécu- 
laires, car ce sont elles qui caractérisent l’évolution à long terme du 
mouvement. 


5. Equations en éléments osculateurs. 
Eléments de Delaunay 


Tout ce qui été dit en fin du n° 4 reste vrai dans les cas plus 
compliqués, lorsque le mouvement est soumis à des perturbations ar- 
bitraires (mais toujours petites) et se produit en trois dimensions. 
Il va sans dire que les équations en éléments osculateurs devien- 
nent plus compliquées dans le cas général. Le lecteur qui désire en sa- 
voir davantage sur la déduction de ces équations consultera avec pro- 
fit des cours de mécanique céleste, par exemple le cours 11.1] de 
G. Doubochine. Une méthode de déduction rapide et fort élégante a 
été proposée par A. Lourié dans [1.4]. 
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Sans les exposer in extenso, nous citerons à titre de référence toutes. 
les équations en éléments osculateurs (pour les détails, voir les tra- 
vaux cités): 


4. Pr? 


2. T=S sin v+ [cos v + (e+ cos v) + | T, 


d ps i ps ; > 
3. = ——— S+=— [1 ++) = sinucotgiW, 
di CC (1.5.1): 
L 
4. = COS uW, 
t P ; 


5 d$}, pure Sin u 


dt* P 
6. dt ee 
Ici 
3? a 
_o P° cos v dv . 
nb], vvto. 
Û 


Au lieu de l'équation pour le demi-paramètre focal p, on peut. 
utiliser l'é équation pour le demi-grand axe a: 
Fr esinv © T 


- (4.5.2) 


auquel cas on exprimera p en Re de a et de e dans les seconds 
membres des équations Conformément à (1.2.7). Ici 


S=V 25 Fey ET We y LW, 

où S, 7, W sont respectivement l’accélération radiale, transversale: 
et normale intervenant dans les perturbations (fig. 1.6). Au lieu de 
r, on sous-entend (1.2.4). On suppose que $, T et W sont exprimées- 
explicitement en fonction des éléments osculateurs et du temps. On 
constate souvent que S, 7, W ne dépendent pas du temps explicite- 
ment mais par l'entremise de l’anomalie vraie v ou de l’argument 
de la latitude z qui interviennent explicitement dans S, T et W. 

La loi des aires (1.2.8) ne joue pas en mouvement perturbé, rem- 
placée par la formule 


VV Es (1+5)7] «59 


Ecrites en éliments osculateurs, les équations (1.9.1) ne sont guè- 
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re plus simples que les équations (1.1.3) écrites en termes de coor- 
données. Les équations (1.1.3)sont même « plus belles » en coordon- 
nées : elles sont symétriques et courtes. Si les équations (1.1.3) sont 
non intégrables, il en est de même pour les équations (1.5.1) écrites 
en éléments osculateurs. Or, les équations (1.5.1) ont l’avantage 
suivant: elles permettent de cerner immédiatement l'écart de la 
trajectoire perturbée par rapport à la trajectoire non perturbée. En 
effet, les seconds membres de ces équations contiennent les accélé- 


Fig 1.6 Les composantes de l'accélération perturbatrice 


rations perturbatrices et s’annulent dès que les perturbations cessent 
d'agir: dans ce dernier cas les équations (1.5.1) donnent aussitôt la 
solution 


p = [Cte, e—Cte, © —Cte, i=Cte, SN —Cte, vT* — Cte, 


c’est-à-dire la trajectoire képlérienne. 

Même si les perturbations S, W, T ne sont pas nulles, elles restent 
généralement petites; il est naturel de supposer alors que les élé- 
ments osculateurs diffèrent peu — dans un sens à préciser — de leurs 
valeurs initiales. Dans ce cas les équations (1.5.1) peuvent être trai- 
tées par une des méthodes bien connues de résolution approchée d’équa- 
tions différentielles contenant un petit paramètre. Ces méthodes 
donnent en l'occurrence des résultats fort satisfaisants. Les problè- 
mes du type indiqué sont particulièrement faciles à résoudre par les 
méthodes asymptotiques de la mécanique non linéaire. Nous en re- 
parlerons plus tard. Elles permettent de substituer au problème non 
intégrable un autre problème dont l'intégration conduit à une solu- 
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tion qui approche de très près la solution inconnue du problème non 
intégrable de départ *). 

: En introduisant les éléments osculateurs, nous avions supposé 
que le mouvement perturbé diffère peu du mouvement non perturbé, 
car, les accélérations perturbatrices sont faibles. Or, elles ont la fa- 
<ulté de s’accumuler avec le temps. Considéré dans un intervalle tem- 
porel bref, le mouvement perturbé reste proche du mouvement non 
perturbé, mais au bout d'un certain temps les petites perturbations 


= 


Ê 


Fig. 1.7. Courbes de variation d’un élément osculatour dans le temps: 1, mouve- 
ment non perturbé; 2, mouvement perturbé; 3, évolution du mouvement 


accumulées risquent de déformer très sensiblement le mouvement ini- 
tial. Si l’on fixe alors les valeurs courantes des éléments osculateurs, 
on obtient un mouvement képlérien comme précédemment mais son 
orbite elliptique sera nettement différente de l’ellipse de départ. Ce 
sont précisément les variations à long terme, ou l’évolution du mou- 
vement, qui représentent l’objet principal de l'étude lors de l’ana- 
lyse du mouvement perturbé. Les courbes de la figure 1.7, qui tra- 
duisent la variation d’un élément osculateur quelconque E dans le 
temps, illustrent les notions introduites. | 
Par les méthodes asymptotiques, on arrive à déduire des équa- 
tions exactes en éléments osculateurs (1.5.1) les équations approchées, 
susceptibles seulement de décrire l’évolution du mouvement (cour- 
be 3 de la figure 1.7): une telle description reste suffisamment fidèle 
dans un intervalle temporel prolongé (mais en général fini). Il est 
important de noter que ces équations approchées, dites équations 
d'évolution, s'avèrent souvent intégrables et permettent d’analyser 


.__*) Ces méthodes ont déjà été esquissées par les classiques de la mécanique 
céleste. Dans son célèbre traité [1.5] Henri Poincaré emploie très largement 
une méthode de cette nature pour l'analyse du mouvement. Notons que le 
développement ultérieur des methods asymptotiques, leur théorie rigoureuse 
et leur application massive à la th'orie des oscillations sont dus à N. Krylov, 
N. Bogolioubov, lou. Mitropolski, V. Volossov et à d’autres chercheurs sovié- 
tiques [1.6, 1.7, 1.8]. 
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en détail le tableau quantitatif et qualitatif de l’évolution du mou- 
vement. Au besoin, on peut approcher le mouvement perturbé de 
plus près, jusqu’à cerner les plus petites variations de la courbe 2 
de la figure 1.7. 

En mécanique céleste et en mécanique du vol spatial, on a quel- 
quefois intérêt à remplacer les éléments osculateurs classiques par 
telle ou telle combinaison de ces: éléments. Si les forces perturbatri- 
ces relèvent d’une fonction de forces l/, on arrive à donner aux équa- 
tions du mouvement perturbé une forme particulièrement symétri- 
que en introduisant nouveaux éléments, dits éléments de Delaunay: 


L,G,H, Lg k. (1.5.4) 


Ils se définissent en fonction{des éléments osculateurs (1.3.1) de la 
façon suivante: 


LV ua, l=mn (£—7T*), 
Gæ=Vpa(i—e?), g= 0, (1.5.5) 
H=Vua(i—e)cosi, h=9. 


On suppose que la fonction de forces U s’exprime explicitement par 
l'intermédiaire des éléments de Delaunay, et l’on introduit la fonc- 
tion hamiltonienne 


F=<È-+U(L, G, H, 1,8, h), (1.5.6) 
afin de mettre les équations sous forme canonique: 
dL _6F dl __ 2 
dt dl ? dt ÔL ? 
dG oF de oF 
A et ni col (4.5.7) 
dH 0 ah __0F 
dt  dh ? dt 0H * 


Ainsi écrites, les équations du mouvement perturbé se prêtent aisé- 
ment aux méthodes asymptotiques, ce que nous verrons plus tard *). 

Fait important. Si le mouvement est non perturbé, les éléments 
L, G, H, g, h restent constants; en présence de faibles perturbations 
ils évoluent lentement : on dit que ce sont les variables lentes. Quant 
à l’élément [, il ne reste pas constant en mouvement non perturbé 


mais varie de façon linéaire dans le temps avec la vitesse L = n — 


— V u/aÿ; cette vitesse de variation élevée est à peu près conservée 
en mouvement perturbé, sauf quelques modifications insignifiantes 


*) Pour la déduction des équations en éléments de Delaunay, Voir par 
exemple [1.1]. 
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induites par les petites perturbations: on dit que / est la variable 
rapide. La séparation des variables en lentes et rapides est un trait 
particulier des problèmes qui se prêtent aisément à l’analyse asymp- 
totique. 


6. Parenthèse sur les méthodes asymptotiques 
de la mécanique non linéaire. 
Oscillations du satellite autour du centre de masse. 
Mise en moyenne des équations canoniques 


Nous préférons commencer la description des méthodes asympto- 
tiques par un exemple typique, plutôt que de donner tout de suite 
les algorithmes généraux. Considérons donc un problème particulier: 
les oscillations du satellite autour du centre de masse. 

Le satellite dont le centre de masse se déplace sur l’orbite se trou- 
ve exposé au moment des forces gravitationnelles qui stabilise Île 
satellite par rapport à son rayon vecteur. Nous examinerons cette 
situation cn détail dans un 
essai spécial. En attendant, 
mettons en équation les 
oscillations planes du satel- 
lite en orbite elliptique 
[1.17, 1.18] afin d'illustrer 
l'application des méthodes 
asymptotiques à la théorie 
des oscillations : 


(1e cos v) Ô"—2e sin v-6’+ 
+ n°? sin Ô = 4e sin v, 


(1.6.1) 


6—20, n=3 .. 


Ici (fig. 1.8) v est l’anomalie 
vraie, e l’excentricité de 
l'orbite, 6 l'angle entre 
l'axe du satellite (contenu Fig. 1.8 Un satellite mis en orbite 
en permanence dans le 
plan de l'orbite) et son rayon vecteur courant ; 4, B, C, les moments 
d'inertie centraux principaux du satellite. Pour fixer les idées, po- 
sons B > À >>"°C et admettons que l’axe portant le moment d’iner- 
tie B soit normalïau plan de l'orbite. Les apostrophes dans (1.6.1) 
symbolisent les dérivées par rapport à wv. 

Si l'orbite était circulaire, e — 0, l'équation (1.6.1) admettrait 
la solution Ô = 0 correspondant à l'équilibre relatif du satellite: 
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l’axe du moment d'inertie € se confond en permanence avec le rayon 
vecteur du satellite. Si e=£ 0, il n’y a pas! d'équilibre relatif: 
le satellite oscille autour de la direction du rayon vecteur. L’analy- 
se de ces oscillations n'est pas facile, car l’équation (1.6.1) est non 
intégrable. On peut s’attendre toutefois à ce que, les valeurs de l’ex- 
centricité e restant faibles, il existe des oscillations de faible amplitu- 
de qui se laissent définir par une équation linéaire qu'on peut déduire 
de (1.6.1), quitte à poser sinô Æ 6. C'est par l’équation des petites 
oscillations que nous commencerons notre analyse. 

Posant 6/2 = 0 = z/(1 + e cos v), nous obtenons une nouvelle 
équation 

, n?+.e cos v ; 
Zz + FE) z = 2e sin V 

qui, bien que linéaire, ne se laisse pourtant pas intégrer, car ses 
coefficients sont variables. L’excentricité e étant faible parhypothèse, 
on peut écrire la dernière équation, à la puissance première de e 
près, sous la forme 


z" + n°z = e [2 sin v + (n° — 1) z cos v]. (1.6.2) 
Remarquons que pour e = 0 l’équation (1.6.2) a comme solution 
Z = aGCoSŸ, 2° —= — an sin (1.6.3) 


dans laquelle ÿ = nv + 1h. Si l’on considère (1.6.3) comme un sim- 
ple changement de variables (substitution de a, 1 à z et z’) dans 
(1.6.2), cette équation peut être remplacée par un système équiva- 
lent 


ic 
dv 


+ _ n— + f(v, a cos Ÿ) cos , ; (1.6.4) 


dv 
vrai | 


ss + (, a cos 1}) sin , 


f(v,z2) = ef2sinv + (n° — 1)z cos vl. 


Puisque f prend de faibles valeurs avec e, le système (1.6.4) contient 
une variable lente et deux variables rapides +, v. Poue=0ona 
f — 0, et le système (1.6.4) a comme solution 


a — dos Ÿ = nv + Vo; 


en vertu de (1.6.3), cette solution définit les petites oscillations sur 
l'orbite circulaire. 
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Posons maintenant e = 0 et cherchons la solution de (1.6.4) sous 
la forme 


a=atea, (y, a, v)+e2a, (W, a, 1. 4.6.5 
= + ep, (p, a, v)+ ef (pb, a, v) +... 


Les fonctions a (v), + (v), &; (, a, v), Bi (ÿ, a,v) sont inconnues. 
Ajoutons que les fonctions a et doivent vérifier le système 


À = eA (a) +4 (a) + ..., 
pe D (1.6.6) 
= n+eB, (a) + e2B2 (a) + 


dans lequel À , (a), B, (a) sont des fonctions (toujours inconnues) 


de la seule variable lente a. La solution du système de départ (1.6.4) 
présentée sous la forme des développements (1.6.5), (1.6.6) suivant 
le petit paramètre e sera appelée solution asymptotique, ce qui veut 
dire que pour e —+ 0 elle tend vers la solution exacte du système de dé- 
part, quitte à poser dans ce dernier e = 0 (on doit donc exiger que 
les fonctions inconnues &;, B; soient bornées). La solution asymptoti- 
que est.d’autant plus exacte que les approximations réalisées sont 
nombreuses. On peut affirmer que si &, est solution d'une n-ieme 
approximation au sens asymptotique, alors |a — à, | e” dans 
un intervalle de temps t — 1/e. Autrement dit, la méthode asympto- 
tique fournit une solution exacte dans un intervalle! temporel borné 
en général (mais parfois sur un intervalle infini). 

Remarquons que l’équation différentielle de départ (1.6.2) a été 
écrite elle-même à la puissance première de e près: on peut donc sup- 
primer dans (1.6.5) et (1.6.6) tous les termes d'ordre supérieur à 1 
en e. Le sens du changement des variables (1.6.5), (1.6.6) est que 
(1.6.6) est beaucoup plus simple que le système de départ (1.6.4) 
(et intégrable par-dessus le marché dans notre cas) et que les fonc- 
tions &;, B, se calculent sans trop d'efforts. On obtient donc facile- 
ment une solution approchée du système dont on ignore la solution 
exacte. 

Au lieu de la solution (1.6.5)-(1.6.6) de (1.6.4), nous pouvons cher- 
cher la solution d’un problème équivalent directement'pour l’équa- 
tion de départ (1.6.2). A la puissance première de e près, le problè- 
me en question s'’énonce ainsi: 

Chercher la solution de l’équation (1.6.2) sous la forme 


Z = a cos + eu, (b, a, v), (1.6.7) 
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où u, est bornée et a,  vérifient les équations 


da d 
SE =eAi(a), <=n+eB,(a), (1.6.8) 
dans lesquelles À,, B, sont inconnues. 

Portant (1.6.7) dans (1.6.2) compte tenu de (1.6.8) et gardant les 
seuls termes du premier ordre de petitesse, on obtient après transfor- 
mation 


— 2en (4, sin + B,a cos Ÿ) + 
(Sent Btone D) +nieus 


=e{2sin v+ LEE [cos (v +) + cos (&w— y}. (1.6.9) 


Les deux membres de cette équation se divisent pare. Le second mem- 
bre est exempt des harmoniques sin w, cos 1, d’où 4, = 0, B, = 0 
et | 


a= & = Ne (1.6.10) 
Remarquons qu’on aboutit au même résultat en faisant la moyen- 
ne des seconds membres du système (1.6.4) indépendamment suivant 


les phases rapides v, ÿ. Ensuite, pour 4, = B, = 0 l'équation aux 
dérivées partielles (1.6.9) admet comme solution 


Li = 


SN V+ 


++ a(n—1) [ir cos = 5 cos v +1) Je (1.6.1) 


Les formules (1.6.10), (1.6.11) définissent complètement la solution 
cherchée (1.6.7) de (1.6.2). En première approximation les petites 
oscillations sur l'orbite elliptique sont sensiblement les mêmes que 
sur l'orbite circulaire, si bien qu’on peut se borner à prendre la so- 
lution approchée 


z = &, COS (nd + bo). 


Cette solution pourtant n’a plus de sens pour peu que la fréquence 
propre r et la fréquence & 1 » du mouvement orbital entrent en ré- 
sonance : quand nr —>"4, les oscillations augmentent indéfiniment com- 
me le montre la formule (1.6.11). C’est la résonance. (Une autre ré- 
sonance, dite paramétrique, se produit lorsque #7 = 1/2.) Or, en fonc- 
tion même du problème envisagé les oscillations ne peuvent pas 
croître indéfiniment, car l'équation linéaire (1.6.2) définit seule- 
ment les petites oscillations. On est donc amené, au voisinage de la 
résonance, à étudier une équation non linéaire. 
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A cet effet, mettons l'équation de départ (1.6.1) sous la forme 
Ô” + n°ô = f (v, 6, 6”, Ô”), (1.6.12) 


f = e [4 sin v + 26’ sin v — 6” cos v] + n° (ô — sin 6), 


et supposons que f soit petite, ce qui revient à supposer aussitôt 
que l’excentricité e reste faible et que sin Ô ne diffère pas beaucoup 
de Ô. De plus n° est voisin de 1 par définition (on opère au voisinage 
de la résonance). Pour f = 0 la solution est de la forme (1.6.3), où 
l'on doit poser en outre #7 = 1 pour tenir compte de la résonance. 
Cherchons donc la solution de (1.6.12), elle aussi, sous la forme 


Ô = acosÿ, ÿ = v+x, (1.6.13) 


où a et x sont de nouvelles variables. Comme dans le cas de non-ré- 
sonance, l’équation (1.6.12) peut être remplacée par un système équi- 
valent analogue à (1.6.4) mais écrit déjà sous la forme 


_—— f(x, acosŸ, — ansin %Ÿ, an? cos Ÿ) sin, | 
un 
dv 
; (1.6.14) 
———f(h—x, acosy, —ansinŸ, an° cos ÿ) cos Ÿ, 
di dx 
RL LE ) 


Puisque f est petite et que n est voisin de l'unité, ce système con- 
tient déjà deux variables lentesa, «x et une variable rapide Ÿ. Entre 
(1.6.4) et (1.6.14) il n'y a pas de différence de principe, si bien qu'on 
peut chercher la solution de (1.6.14) sous une forme analogue à 
(1.6.5)-(1.6.6), de façon à obtenir en première approximation 


Ô= a cos 1, V=VvV+x, 


d d 
= À, (a, x), =n—1+8, (a, x»). 


Tout comme dans le cas examiné précédemment, on obtient les fonc- 
tions À, (a, x), nr — 1 + B,(a, x) des variables lentes a, x au 
cours de la réalisation de l'algorithme sous la forme des seconds mem- 
bres des équations (1.6.14) pour les variables lentes mis en moyenne 
suivant la variable rapide 1: 


1 
Mr 


(— 1 sin +) dv. 


3—-0262 
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Il en est de même pour B,. On a explicitement [1.17] 


da e _ 1 90 | 

— nt ee CC æ 9 à 

dx [nn n 4e 1 60 | _ 
ae lrteno]-1+ sine, Eee 


D (a. x) = a sin tn [—(Jo(a—1) | -<-. 


Ici J,(a) et J,(a) sont des fonctions de Bessel, d'ordres 0 et 1 res- 


=.tul 


Fig. 1.9. Réponse en amplitude (n° = 1,2, e = 0,01) 


pectivement *). Dérivant O par rapport à v, on obtient d’après 
(1.6.15) 
0" 00° de, 0% 0; 
dv da dv ‘ 0x dv 
Les équations (1.6.15) admettent donc une intégrale première 
O (a, x) = C, = Cte 


qui donne la « réponse en amplitude», c’est-à-dire la variation de 
l'amplitude a en fonction de la phase x des trajectoires au voisinage 
des résonances. Quelques courbes de réponse en amplitude pour dif- 
férentes valeurs de C, sont présentées sur la figure 1.9. Pendant que 


*) Ce qu'il importe de savoir sur les fonctions de Bessel, c’est que les pre- 
miers termes de leurs développements en série suivant l'argument se pré- 
sentent de la façon suivante: 


3 2 
D(@=+-T+..., D(o=1- +... 
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a (v)et x (v) varient (lentement) en fonction de w, le point représen- 
tatif se déplace dans le plan a, x en parcourant une des courbes inté-. 
crales de la figure. Les points fixes observés (x = + n1/2, a = a,). 
correspondent aux oscillations périodiques (de période 2x en v 
et d'amplitude constante); dans tous les autres cas l’amplitude varie 
lentement entre ses valeurs maximale et minimale. Il ressort de 


Fig. 1.10. Variation de l’amplitude en fonction de la fréquence (e — 0,04) 


(1.6.15) que la valeur de l'amplitude constante a, en régime pério- 
dique est liée à l’excentricité e et au paramètre n° par la formule 
0e + 4e 


La courbe de la figure 1.10 représente la fonction Fe (n°) pour e 


fixé. On remarque que pour e Æ 0,01 et les valeurs de n° éloignées 
de la valeur de résonance, |’ amplitude d'oscillation du satellite au- 
tour du rayon vecteur ne dépasse guère 0°, 5, alors qu’elle atteint 
facilement 30° en cas de résonance (pour n° — 1)! (D'une façon géné- 


rale, on a a, — e quand n° 5 1 oun° < 1 et a, — Ve quand n°— 
_ 1.) Une dernière remarque : on a soit une solution périodique uni- 


que, lorsque 
(n2—A4ÿ 
e> V + 27 n ? 


soit trois solutions périodiques, si 


2__4)3/2 
e<V + (n Lt ns né DL 


3e 
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Tout cela découle de (1.6.15). En somme, les méthodes asymptoti- 
ques ont donné une riche moisson d'informations sur la nature des 
oscillations du satellite. 

En effet, l'exemple que nous venons d'étudier montre que 

19 une méthode asymptotique est utile quand les variables peu- 
vent être classées en « lentes » et « rapides » (le système d’équations 
contenant un petit paramètre); 

29 on obtient la première approximation en passant à la moyenne 
dans les équations de départ (convenablement transformées) indé- 
pendamment suivant chacune des variablesrapides. La mise en moyen- 
ne est possible toutes les fois qu'il n’y a pas de résonance entre les 
variables rapides ; 

3° s’il y a résonance, on est amené à transformer le système d'équa- 
tions dans son voisinage, auquel cas on a plus de variables lentes et, 
par conséquent, moins de variables rapides; 

4° si les équations de départ sont non intégrables, les équations 
de première approximation asymptotique (système mis en moyenne) 
peuvent se révéler en revanche intégrables et procurer une informa- 
tion fort utile sur la variation de la solution. 

On s’en rend compte une fois de plus en examinant les idées prin- 
cipales de la méthode asymptotique sous une forme un peu plus gé- 
nérale *). Les systèmes (1.6.4), (1.6.14), de même que le système 
d'équations différentielles du mouvement perturbé (1.5.7), ont la 
structure suivante: 


LT 


z=eX (x, y, €), | (1.6.6) 


y=w(z)+eY (x, y, e), 


où z est le vecteur variables lentes, y le vecteur variables rapides, & 
le petit paramètre. Dans le. cas concret des équations (1.5.7) on a 
une seule variable rapide !, mais il peut y en avoir plus: c’est cette 
généralisation qui était sous-entendue. Le fait que le mouvement 
perturbé soit exposé à des perturbations petites a été mis en éviden- 
ce par l'introduction du petit paramètre e € 1 sous forme explicite. 
Sie—=0, on az =Cte = zx, et y = wo (x) t + y,. Admettons 
que X et Ÿ soient périodiques de période 2x par rapport aux varia- 
bles rapides y. Cherchons la solution de (1.6.16) sous la forme 


zæmzeu(z, y)+eu,(x, y)+..., | 


e Le hs (1.6.17) 
yæ=y+ev, (Ze y) + Eve (x, y) + ..) 


*) Pour se faire une idée de l’état actuel des méthodes asymptotiques utili- 
sées en théorie des oscillations non linéaires, voir le livre de N. Moïsséev [1.8] 
qui contient beaucoup de problèmes de dynamique du vol spatial traités par 
les méthodes asymptotiques. 
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où x, y sont les nouvelles variables et u,, v, sont inconnues et doivent 


être choisies de telle façon que x, y vérifient le nouveau système d'équa- 
tions différentielles 


= eA,(2z)+e24, (z)+ .…, 
y=w(z)+eB, (z)+eB, (+... 


& }° 


(1.6.18) 


Plus on retient de termes dans (1.6.17), plus la solution sera exacte. 
Il est clair que le système (1.6.18) est beaucoup plus simple que 
le système de départ (1.6.16), parce que les variables rapides et len- 
tes sont séparées. C'est leur séparation qui constitue le fond des mé- 
thodes asymptotiques. 

Supposons que les fonctions u;, v, soient bornées, car c'est le seul 
cas où chaque terme de (1.6.17) est faible devant le terme précé- 
dent. Compte tenu de (1.6.18), portons (1.6.17) dans (1.6.16) et grou- 
pons les termes de même degré en £: nous obtenons un système 
d'équations aux dérivées partielles dont les seconds membres sont 
connus : 


k 
D ur @)=X(, y, 0)—A,(), 
y Yi 


R m 

Ov: EN rs dw tr = 
2 ôy; (x) = (x, y. 0)+ » zs M y)— B,(x), - 
ti a=1 
: RL 
» 22n O; (T) = gn — Ah, 
imt 09: 


R 
Sn @(7)=hn— Ba. 
Oy:i 


imi 


Les deux premières équations correspondent ‘aux termes du premier 
degré en e, et les deux dernières aux termes de degré n en &; u; 
tj, A, B; sont les fonctions vectorielles cherchées ; 4 est le nombre 
des variables rapides (et la dimension des vecteurs v;, B;, w;, Ÿ); 
m est le nombre des variables lentes (et la dimension des vecteurs u}, 
À;, À); u% est la « composante « » du vecteur z,; les fonctions g,, 
Ra, An: BA Se laissent exprimer sous forme explicite au départ des 
fonctions obtenues dans les approximations précédentes. Toutes les 
équations aux dérivées partielles étant de même type, il suffit de ré- 
soudre la première, les autres étant traitées par analogie. 
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La fonction vectorielle X est par définition périodique par rap- 
port à chacune des variables y et se développe donc en série de Fourier 


X(z,y)= À» a n, (x) ei(miit-.+naun), 
No...) ñk 
Par conséquent, on peut chercher w,(r, y) sous la forme 


: _ k 
Ur, ÿ— 2)  bm, a, (2) € Gavitee- rap) 2 Ci (æ) yi- 
No... nx 1 
(4.619) 


Portons cette valeur de u, dans la première équation aux dérivées 
partielles ci-dessus. Il vient 


: En, &) | 

Me Lo 

F L ki l (n 101 + . + Es 2 | (1.6.20) 
2 a(z)o (x) =... 0 (x) — À, (2). 

iz= 

La première de ces formules contient au moins un »#, non nul. Puis- 
que u, est bornée par définition, tous les c, doivent s’annuler, sinon 
u, croît indéfiniment en fonction de y d'après (1.6.19). Or, si tous 
les c,; sont nuls, il découle aussitôt de (1.6.20) que A,(x) = a6°..,o (x). 
Or, le terme « zéro » de la série de Fourier est égal à la valeur 
moyenne de la fonction développée. Donc 


; 2x 2n  — - » 
AG= Sr | … [XG@, y, du... an=X, 
0 - 0 
MG Ÿ  (1.6.21) 


Nlvsses 7x à (Nivi+.-.+nL Up) 
U, — EE RUR) + 
. 2 L(n1O1 +... + nR@R) 

n;v0 

+05....o (2). ) 
La fonction b6,.0(x), arbitraire, se définit par un raisonnement 
différent. 
De même 


m 
CT 90 
B; _— ) 4 + CES u®, 
a=i 
(y) = 
ni On (2) . ps _— 
— TR  maat - - +7 Vp) (u) 
É 2 É(n1@1 +... +nx@R) +bo (x) 
Ne 


et ainsi de suite. 
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Or, ces calculs ont un sens si et seulement si le système est exempt 
de toute résonance, c'est-à-dire si 


RO + NaQo +... + RO 5 0 


pour toute famille de nombres entiers 2;, sinon les fonctions u; 
v, deviennent indéfinies (indéfiniment grandes). 

S'il n’y a pas de résonance, on peut, en supprimant les termes de 
(1.6.17) de degré supérieur à r — 1 en e, définir dans l'intervalle 
de temps t — 1/e les variables lentes à e” près et les variables rapi- 
des à e”"-! près, de sorte que 


Iz—riee, [y—yl- et. 


Par conséquent, il n’y a aucun sens à chercher les termes au-delà 
de e"-! pour les variables rapides. En particulier, au lieu des équa- 
tions (1.6.16), on obtient en première approximation les nouvelles 
équations 


z= x, YU = Y, 
dz = dy 2 (1.6.22) 
T=eA(t), = (r) 


dans lesquelles À, (x) est défini par (1.6.21). 

Ainsi donc, en première approximation la méthode asymptotique 
se réduit à la méthode de la moyenne. Sur l'intervalle de temps t — 
= 1/e, ces dernières équations sont résolues avec la précision |x — 


— xz|—e, [y — y | 1. Le paramètre e étant généralement pe- 
tit (car les perturbations sont faibles), l’intervalle temporel admet- 
tant la première approximation est suffisamment étendu pour qu'on 
puisse cerner les tendances d'évolution du système. 

Les variables rapides se définissent avec une précision moins bon- 
ne, mais cela n’a pas d'importance, car ce sont les variables lentes 
qui définissent généralement l’évolution; or, les variables lentes 
sont asymptotiquement (suivant e pour e —> 0) proches de leurs va- 
leurs exactes : nous avons déjà dit que cela explique justement l'ap- 
pellation « méthodes asymptotiques ». 

Les équations de la première approximation sont remarquable- 
ment faciles à déduire : il suffit de faire la moyenne indépendamment 
pour chacune des variables rapides. Or, cela n’est possible que s’il 
n'y a pas de résonance. Au contraire, s’il existe une famille de nom- 
bres n° telle que la somme 


k 
> riO; = 0, 
imi 
c'est-à-dire si les fréquences se rapprochent, la quantité 
nÔ = niÿ +... + niYk 
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sera lentement variable au voisinage de la résonance, parce que sa 
dérivée 


.. 
ni — 2 rio, = Eh (x) 


est peu différente de zéro. On ne peut donc plus faire la moyenne in- 
dépendamment suivant chaque ÿ;, au risque de faire subir la même 
opération à la variable lente 0! On peut cependant assimiler 8 
à une nouvelle variable indépendante. Désignant le vecteur varia- 
bles rapides par z = (y: , . .. , y,), le système (1.6.16) s'écrira 


z = eX* (x, Ÿ,z,€), ÿ — :0* (x, Ô,z, €), 
2=0 (x) “+ eZ* (x, 8,7, e). 


De structure identique à (1.6.16), ce dernier système a une variable 
lente de plus et une variable rapide de moins. Le problème s'en trou- 
ve réduit au précédent, car le nombre de variables rapides et lentes 
n’a pas beaucoup d'importance. Nous considérerons les algorithmes 
de passage à la moyenne dans le mouvement avec et sans résonances, 
pour le cas spécial des équations canoniques du mouvement perturbé. 
Mise en moyennedes équations canoni- 
ques. Ainsi donc, les équations différentielles de la première ap- 
proximation de la méthode asymptotique s’obtiennent en faisant la 
moyenne des seconds membres des équations pour les variables len- 
tes suivant les variables rapides ; cette opération se fait en prenant 
les valeurs non perturbées des variables. Voyons comment s'opère la 
mise en moyenne lorsque les équations se présentent sous une forme 
canonique (du type (1.5.7)). Soit E, une variable lente vérifiant 

l'équation 
EI DRE PULLS (1.6.23) 


et supposons que F soit une fonction hamiltonienne périodique d'une 
variable rapide. On a en l'occurrence une seule variable rapide, à 
savoir L (dans le cas général il peut y en avoir plus). Généralement, 
dans les problèmes de mécanique du vol spatial, F est fonction ex- 
plicite de l’anomalie vraie v (!) et non de /, si bien qu'on peut mettre 


F = F (v(l)). (4.6.24) 


Dans le cas considéré la période rapide est celle de révolution du 
satellite sur son orbite T — 2n/n, et la mise en moyenne dans le se- 
cond membre de (1.6.23) s'opère comme suit: 

27 27 
1 


1 VV 90F () | d 
++ USER Pete À (1.6.25) 


PARENTHÈSE SUR LES M£ÊTHODES ASYMPTOTIQUES ai 


Le symbole E, = E; veut dire ici qu'on fait la moyenne en conser- 
vant des valeurs constantes des paramètres E:. 


no ie un peu a o de À : 


dl dt 
Fire a F4 V=— Limites (1.6.26) 


Il s’agit d'expliciter dt/dv en fonction de v et des éléments. Mettre 
en moyenne } suivant la variable rapide / revient donc à le ne sui- 


vant l’anomalie vraie explicite v par rapport au poids n Fa . Il 
est commode d'introduire le temps sans dimension tT = nt et la nou- 


velle valeur moyenne F == = Fin de F, auquel cas on obtient défini- 
tivement 


dE; ôF 
dt E 0E ; ? 
2x (1.6.27) 
= 1 dt 
pire 
0 


Les équations d'évolution (1.6.27) ont quelques facultés particu- 
lières : 

1. Mettre en moyenne les équations du mouvement exactes de dé- 
part équivaut à mettre en moyenne la fonction de forces. Autrement 
dit, on n'a pas besoin d'établir préalablement toutes les équations du 
système : il suffit d'écrire la fonction caractéristique F et de la met- 
tre en moyenne, après quoi on peut écrire d'emblée les équations 
d'évolution. 

2. Les seconds membres du système (1.6.27) sont indépendants de 
v (grâce à la mise en moyenne suivant v), donc aussi de !, c’est-à-dire 


que 0F/01 = 0. Il ressort alors de la première équation de Delaunay 
que 


L=L, (1.6.28) 
ou, ce qui revient au même, que 
= Go. (1.6.29) 


Si donc la force perturbatrice exercée sur le satellite est conservative, 
le demi-grand axe de son orbite n'évolue pas et conserve une position 
constante en moyenne. Îl en est de même quand Fest fonction de plu- 
sieurs variables rapides L,, L., ..…, l,. Ce fait est expliqué par le théo- 
rème de Laplace, bien connu en mécanique céleste, selon lequel les 
demi-grands axes des orbites planétaires n'ont pas de variations sé- 
culaires (c'est-à-dire accumulées). Pour plus de détails, voir le li- 
vre de G. Doubochine [1.1]. En fait, le théorème de Laplace n’a pu 
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être démontré avec rigueur qu’au début des années soixante de ce siè- 
cle par V. Arnold, après quoi on a pu délimiter convenablement son 
domaine d'application *). 

3. Puisque, en première approximation, la variable rapide | 
varie de la même façon en mouvement perturbé et non perturbé et 
que la variable lente ZL n’évolue pas du tout, le système d'évolution 
ne contient que quatre équations, au lieu de six: 


dG 9F dy 0F | 


dt 0g * dt dG”? 

. É (1.6.30) 
au Lo ah _ or 
dt —h* ‘à 44" | 


4. F étant indépendante de 7, les équations d'évolution (1.6.30) 
admettent comme intégrale première 


F = Cte. (1.6.31) 


Le système d'évolution complet admet donc au total deux intégrales 
premières du mouvement: (1.6.28) et (1.6.31). 

Nous avons considéré jusqu’à présent que nos équations contien- 
nent une variable rapide unique, à savoir L. Or, transcrites en termes 
d'éléments de Delaunay (1.5.7), les mêmes équations peuvent fort 
bien contenir d'autres variables rapides qui interviennent dans l’ex- 
pression de F. Par exemple, en examinant l'influence de la Lune et 
du Soleil sur le satellite on est obligé de calculer F en tenant compte 
des coordonnées de la Lune et du Soleil qui, sous certaines conditions, 
peuvent aussi être considérées comme des variables rapides. 

Or, même dans ce cas, les propriétés 1 à 4 énumérées ci-dessus res- 


tent vraies, à condition de prendre comme valeur moyenne F la 
valeur correspondante de F mise en moyenne suivant toutes les va- 
riables rapides, de façon indépendante suivant chaque variable. 
Quand ce cas se présente, c’est-à-dire quand il y a plusieurs variables 
rapides en jeu, la situation peut changer radicalement : les fréquen- 
ces des variables rapides étant voisines, c’est la résonance qui se 
produit. Or, on ne peut faire la moyenne indépendamment suivant les 
variables rapides qu’en l’absence de résonance. S'il y a résonance, tou- 
tes les conclusions précédentes sur l’évolution tombent en défaut, 
les équations d'évolution prenant une forme différente. Une étude 
spéciale s'impose alors. 

Pour comprendre les particularités des cas de résonance, il suf- 
fit d'examiner le cas de deux variables rapides. Soit donc dans les 


*) Voir à ce propos les travaux de V. Arnold [1.9, 1.10], ainsi que le qua- 
En ST du présent livre et l’excellent ouvrage de vulgarisation de V. Dio- 
mine [1.11]. 
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équations écrites en éléments de Delaunay 
F = F (E;, 1, L), (1.6.32) 
où E, sont des variables lentes et !, /, des variables rapides. 


Quitte à changer légèrement les notations, posons en mouvement 
non perturbé 


A D Cte, (1.6.33) 
dl 
= O4 —= Cte. (1.6.34) 


I1 est plus commode d'admettre que F dépend explicitement de L 
et de Z,, et non de fonctions quelconques de ces arguments. Notons 
que la dernière relation (1.6.34) reste vraie aussi en mouvement per- 
turbé, ce qui n’a cependant pas beaucoup d'importance. 

Supposons qu'il existe des entiers arbitraires (strictement posi- 
tifs ou négatifs) r,, m, tels que 


no© + Mmo@1 = 0. (1.6.35) 
C'est la résonance. La somme 
[ro l+lmo (1.6.36) 


s'appelle ordre de la résonance. Au contraire, si, quels que soient les 
entiers strictement positifs ou négatifs 7,, Mo, On a 


r0O + M0, Æ 0, (1.6.37) 


il n'y a pas de résonance. En pratique, on ne considère pas la ré- 
sonance ponctuelle (1.6.35) mais un certain voisinage de la résonan- 
ce, de telle sorte que 


noO + Mo = 8, 


e faible. Sans résonance, l'introduction de 


: ; 2x 2x 
Fes jre, L,) di di, (1.6.38) 


réduit les équations d'évolution pour les variables lentes E, à 
dE;/dt = + 0F/0E,. (1.6.39) 


Ici { est le temps avec dimension. Les équations (1.6.39) ont donc 
toutes les propriétés 1 à 4 des équations d'évolution et vérifient en 
particulier le théorème de Laplace (non-évolution du demi-grand axe 
de l'orbite). Ces propriétés restent d’ailleurs vraies pour n'importe 
quel nombre fini de variables rapides, pourvu que leurs fréquences 
n'entrent pas en résonance. 
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Considérons maintenant un cas de résonance. Puisque F (l, L,) 
est périodique en !, L,, elle se laisse développer en série de Fourier 


F (1, L)=F+ 


> 2 {nm Sin (nl+ml,) + b,, cos (nl + ml,)}. (1.6.40) 


n=i m= 


Ici F est définie par (1.6.38) ; quant aux coefficients de Fourier a, M», 
bams On sait qu'ils se calculent sans peine. Puisque nous considérons 
le voisinage de la résonance (1.6.35), les variables x,,, = ni + 
+ ml, sont toutes rapides, à condition que r = kn, et m km, 
simultanément (k = 1, 2, ...); on peut donc mettre en moyenne les 
termes correspondants, dont les valeurs moyennes sont nulles. En 


plus de F, on ne laissera dans (1.6.40) que les termes correspondant à 
l'affectation simultanée des valeurs r = n,, m = mo. La variable 

= nol + mol, est lente, car on a au voisinage de Îla résonance 
(1.6.35) 


dx 
He = M0 + MU, = €, 


c'est-à-dire que x varie lentement. On peut donc remplacer F par 
les termes d'évolution 


F (Eu, L, L)=F+ D (a, sin kx+b, cos kx), 
k=1 


2x 27 


\ | F dl dl, (1.6.41) 
0 0 


= 1 
F (Ei) = (2x)? 


AR —= Œhno, kmo (Ei), 
bx = Dan, kmo (E:)- 


Ici le symbole E, couvre cinq variables lentes L, G, H,8g,h. 
Faisons l'équation d'évolution pour notre nouvelle variable x: 


d 
D = no + M = — 0 ST RTS 


Introduisons 
D(E;, x) = nf — mL. (1.6.42) 
On obtient alors 


dx 30 dL 6F  6F ENT 


dt _ dL”? dt dl dx 0x ? 
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et le système d'évolution complet s'écrit 


dL __6® dx ___ 9O 

"dt — dx ? dt dL ? 

dG 1 4®0 deg _ 1 6® 

AT nn 2? à = "© 06° (1.6.43) 
dH _ 1 0 dh__1 6 

dt un no oh 3 dt En no 0H À 


Dans ce système toutes les variables sont lentes et D = © (Z, G, 
H, x, g, h) ne dépend pas explicitement de t; on s'assure sans peine 
que le système en question admet comme intégrale première 


D = Cte, 


ou sous forme développée 
{F(L, G, H, 8, h)+ À lax(L, G, H, 8, h) sin kx+ 
k=1 


+b(L, G, H, g, h) cos kx}} no—mowL=Cte.  (1.6.44) 


Il n’est pas nécessaire d'en dire plus pour comprendre à quel point 
le cas de résonance diffère d’un cas de non-résonance. Dans le dé- 


veloppement de la fonction F, en plus du terme F hérité du cas de 
non-résonance, on doit considérer aussi l’appoint D (a, sin Àx + 
+ b, cos kx) défini par la nouvelle variable lente x et dû exclusi- 
vement à la présence de la résonance. A son tour, cet appoint ajoute 
deux équations au système d'évolution, qui contient donc six équa- 
tions et non quatre comme dans le cas de non-résonance. On conçoit 
que l'étude du système d'évolution devient alors très de. di 
du fait de la résonance. 

S'il y a résonance, le théorème de Laplace tombe en défaut : Ë nie 
grand axe évolue. Le système d'évolution admet, comme dans le cas 
de non-résonance, une intégrale première qui tient compte de la cons- 
tance de la nouvelle fonction hamiltonienne, mais la structure de 


cette intégrale est beaucoup plus compliquée qu’en l'absence de 
résonance. 


7. Le satellite dans le champ gravitationnel terrestre 


Son mouvement peut être analysé par la méthode de la moyenne 
que nous venons de décrire. 

La force d’attraction newtonienne (1.2 -1) et la fonction de forces 
correspondante (1.2.2) ne définissent que d’une façon approximative 
la force réelle exercée par la Terre sur le satellite. Les formules (1.2.1) 
et (1.2.2) seraient exactes si la Terre était parfaitement sphérique 
et homogène, ou bien si elle était formée de couches concentriques 
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homogènes. En réalité il en est autrement : la Terre est un peu « ap- 
latie » en direction des pôles (et aussi — très légèrement — sur ses 
« côtés »), un peu dissymétrique, non homogène, ce qui fait que le 
champ de forces créé par la Terre a une structure assez compliquée. 
Pour mieux approcher le champ de forces réel qu’avec la formu- 
le (1.2.2) on met la fonction de forces sous la forme 


U=+{14+3 (Æ)" Ps (sin o)}, u=fM. (1.7.1) 
hk=2 


Ici M est la masse de la Terre, f la constante universelle de gravita- 
tion, À le rayon équatorial de la Terre, @ la latitude géographique 
du point (situé à la distance r du centre de la Terre). Les coefficients 
7, prennent des valeurs fixes sans dimension. Les fonctions P, sont 
des polynômes de Legendre : 


P, (zx) =1, 
P; (x) = 7x, 
P; (2)= + (B22—1), 


P, (x)= {525 32), (1.7.2) 


1 am 
Par ar 2 ) 


Ainsi donc, la fonction de forces (1.7.1) ne dépend pas seulement 
de la distance au centre de gravité comme (1.2.2) mais aussi de la 
latitude du point. La formule (1.7.1) suppose que le champ de forces 
est axisymétrique (symétrique par rapport à l’axe traversant les 
pôles terrestres). Une expression plus exacte de U tiendrait compte 
aussi de l’« aplatissement latéral » du champ de forces, de sa dis- 
symétrie, auquel cas U serait également fonction de la longitude 
du point ; or, nous pouvons nous borner à l'expression (1.7.1). Nous 
remarquons que cette formule est la somme du potentiel newtonien 
(1.2.2) et de quelques termes additionnels qui, étant donné la nature 
des perturbations, doivent rester faibles devant le terme dominant 
(premier terme). En effet, d’après des données récentes, les coeffi- 
cients 7, dans (1.7.1) prennent les valeurs 


I= —1082,6-10+, 
I; —_ 2,9 : 14075, 


RE (1.7.3) 
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si bien que la contribution du plus grand coefficient (/.) n'atteint 
qu'un dixième de pour cent à peine ; les contributions des autres coef- 
ficients sont encore plus petites. Le coefficient /, caractérise la diffé- 
rence essentielle entre le champ gravitationnel réel de la Terre et 
celui qu’aurait une Terre parfaitement sphérique: cette différence 
est due à l’aplatissement notable de la Terre en direction polaire. 

Considérons l’effet de cette perturbation essentielle sur le mou- 
vement du satellite dans le champ gravitationnel terrestre, compte 


Orbite 
\Z A Equateur 


Fig. 1.11. Orbite du satellite en coordonnées équatoriales 


tenu des possibilités des méthodes asymptotiques décrites précédem- 
ment. Le problème de mouvement du satellite dans le champ gravi- 
tationnel de la Terre « aplatie » fournit une illustration très claire 
de l’application des méthodes asymptotiques en mécanique non 
linéaire. D'autre part, il constitue un des problèmes de fond de la 
théorie du mouvement des satellites artificiels. Mettons donc la 
fonction de forces perturbatrice sous la forme 


R\21 ,, . , = 
U=i1,(—=) — (3 sin? p—1). (1.7.4) 


Se rappelant les définitions de l'argument de la latitude u — 
— 6 + vet de l’inclinaison à de l'orbite sur l’équateur, on peut faire 
un dessin explicatif (fig. 1.11) et écrire 


sin Gç = sin é sin u. (1.7.9) 
La fonction hamiltonienne F diffère de U par le terme qui dé- 


pend seulement de la variable L : or, nous avons vu dans la « Paren- 
thèse sur les méthodes asymptotiques » que cette variable n'évolue 


pas. On peut donc remplacer la valeur moyenne F dans les quatre. 
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équations d'évolution (1.6.30) par la valeur moyenne ÜU qui se dé- 
finit, d'apres les formules (1.7.4), (1.7.5), (1.6.27), comme suit: 


2x 
F R°I, 1 : ne. 1 3 
U= AE | [3 sin? (o+v)sini—1] = 7= dv. (1.7.6) 
0 
En y, portant r = Tres et en faisant les transformations qui 
s'imposent on obtient 
== 2 
D= VAR (423 cos à, (1.7.7 


PRE 


ou, en écrivant les éléments osculateurs à l’aide de ceux de Delau- 
nay (au moyen des formules (1.5.5)), 


7 __ 1 u°/,R1 H° = 
U=— È (1— +). (1.7.8) 


Nous voyons que Ü ne contient pas g, k. Il s'ensuit qu’en plus de 
l'intégrale 
L=L;,, 


les équations du mouvement admettent les intégrales 
G=Gy H=Hy 
En termes d'éléments osculateurs classiques, cela signifie que 
a — Cte, e = Cte, i —= Cte. (1.7.9) 


I1 va de soi qu’on a alors aussi p = a (1 — e*) = Cte. Ainsi donc, 
la forme aplatie de la Terre n'affecte pas la forme de l'orbite ni son 
inclinaison sur l'équateur (rappelons toutefois qu'il s'agit des effets 
fondamentaux du mouvement décrits par des équations d'évolution 
mises en moyenne). Tout l'effet de l’évolution se trouve réduit à la 
variation des éléments g et », c'est-à-dire de la longitude du nœud 
ascendant 51 et de la longitude du périgée w. On définit sans peine 


ces variations en portant la fonction de forces (1.7.8) (au lieu de F) 
dans les équations d’évolution pour g et k et en faisant le passage 
inverse de H, G aux éléments osculateurs. 

Le résultat est le suivant : 


d 3 R \? x = 
do _3,/R)? | 
aa (s) A5 cos i). on 


* De la sorte, l’aplatissement de la Terre fait que le plan de l’or- 
bite précessionne avec la vitesse (1.7.10), tandis que l'orbite elle- 
même, sans changer de forme, précessionne dans son plan avec la 
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vitesse (1.7.11). Le mouvement du plan de l'orbite est rétrograde 
(/: < 0, cos i > 0) (fig. 1.12). Beaucoup de spoutniks soviétiques 
ont l’inclinaison de l'orbite sur l'équateur i Æ 65°. La quantité 
4 —5cos* à reste très faible, et le périgée de l’orbite se déplace très 
lentement en comparaison avec le nœud de l'orbite. Généralement, 
le déplacement journalier est d'environ 3 degrés pour le nœud et d’en- 
viron 0,5 degré pour le périgée. 

Les formules (1.7.10), (1.7.11) ont été publiées par exemple dans 
un article de D. Okhotsimski, T. Eneiev, G. Taratynova du n° 1a, 
année 1957, de la revue Ouspekhi fizitcheskikh naouk [1.12] *). Les 
auteurs y parlent aussi des perturbations du mouvement du satellite 
provoquées par les couches hautes de l'atmosphère. En effet, bien 
que raréfiée, l'atmosphère à l’altitude du spoutnik freine progressi- 
vement son mouvement. Le satellite se rapproche donc petit à petit 
de la Terre et finalement tombe. 

Dans le présent livre, nous n’aborderons pas les questions d'’in- 
fluence de l'atmosphère sur l'orbite: le lecteur intéressé par ces 
problèmes trouvera une analyse profonde des mouvements perturbé 
et non perturbé du satellite dans les livres de D. Okhotsimski 11.13] 
et de P. Eliasberg [1.14]. Il trouvera aussi un exposé remarquable 
des problèmes de mécanique du vol spatial dans le livre de M. Balk 
[1.15]. L'intérêt du lecteur sera sûrement éveillé par le paragraphe 
« Le paradoxe du spoutnik » (page 287): « À cause du freinage par 
l’atmosphère, la vitesse linéaire du satellite en orbite sensiblement 
circulaire se trouve accrue; l’accélération agissant dans le sens de 
mouvement est la même que si la force de résistance frontale avait 
changé de sens et poussait le satellite vers l’avant ». (Sic! — V.B.) 

Si le lecteur, une feuille de papier et le crayon à la main, n’arrive 
pas à percer ce mystère, il n’a qu’à consulter le livre de M. Balk 
(ou, à la rigueur, le septième essai du présent ouvrage). 

Quelques effets de dynamique des satellites artificiels, surtout 
les effets aérodynamiques, sont discutés dans le tour d’horizon de 
E. Sédov [1.191]. 


*) Le même n° de la revue, paru à la veille du lancement du premier spou- 
tnik (le 4 octobre 1957), publiait des travaux récents de quelques chercheurs 
soviétiques consacrés à la dynamique des satellites artificiels de la Terre et aux 
trajectoires des vols vers la Lune, 


DEUXIEME ESSAI 


SUR LA SECONDE NAISSANCE D'UN VIEUX PROBLÈME, 
OU CE QU’ON OBTIENT EN PLAÇANT DEUX MASSES 
À UNE DISTANCE PUREMENT IMAGINAIRE 
L’UNE DE L'AUTRE 


… Ft plus il regardait le cordon 
du grelot, plus il était sûr 
d'avoir vu quelque chose de pareil... 
Quelque part. il y a Jongtemps.. 
A. À. Mine 


Winnie l'ourson 
— Et après? 


— Alors nous dirons tous ensemble : «AHA » 
— Tous les trois? 
— Oui. 
A : A . Milne 
Winnie l'ourson 


1. De Leonhard Euler à nos jours 


Nous avons déjà parlé, dans le premier essai, du mouvement d’un 
satellite dans le champ gravitationnel du sphéroïde terrestre. Il 
existe tout un appareil mathématique, parfaitement adapté et mis 
au point, fondé sur les éléments osculateurs et utilisant les méthodes 
asymptotiques, qui permet de mettre en évidence très facilement les 
principales perturbations de l'orbite du satellite causées par l’apla- 
tissement de la Terre. Les formules obtenues définissent très exacte- 
ment la géométrie de l'orbite et donnent un tableau qualitatif et 
quantitatif du mouvement du satellite. Or, tout cela est bien sûr 
insuffisant pour le calcul précis de l'orbite. Le problème de mouve- 
ment du satellite dans un champ gravitationnel défini par la fonc- 
tion de forces (1.7.1) n’a pas de solution exacte, car les équations du 
mouvement ne sont pas intégrables. Or, il suffit de travailler un 
peu en profondeur le problème de l’intégrabilité (ce que nous avons 
justement l'intention de faire) pour que des choses vraiment surpre- 
nantes, sinon ahurissantes, commencent à se faire jour. 

Il se trouve que ce problème est équivalent dans un certain sens 
au vieux problème du mouvement d’un point dans le champ gra- 
vitationnel engendré par deux sources newtoniennes. On sait que 
Leonhard Euler a pu non seulement poser ce problème mais aussi 
le réduire aux quadratures. Depuis deux siècles, ce problème ne 
cesse d'attirer les esprits savants, intrigués tant par son élégance que 
ae 
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par sa ressemblance apparente au très connu « problème des trois 
corps » dont l'importance en mécanique céleste et en mécanique du 
vol spatial n’est pas à souligner. En effet, dans le problème « res- 
treint » des trois corps il s’agit du mouvement d'un point matériel 
non attractif qui se meut dans le champ gravitationnel engendré 
par deux sources newtoniennes libres (qui se déplacent donc l’une 
par rapport à l’autre selon les lois de Kepler). La solution du pro- 
blème restreint permettrait par exemple d'analyser de façon directe 
le mouvement d’un vaisseau spatial de la Terre vers la Lune. La dif- 
férence entre le problème du mouvement dans le champ à deux sour- 
ces fixes et le problème restreint est que les centres d'attraction sont 
fixes (et ce n’est pas une mince différence...). Rien d'étonnant qu'on 
ait longtemps cherché à appliquer la solution d'Euler au problème 
restreint. Les résultats sont pourtant maigres. Le « problème des 
deux centres fixes » ne s’est trouvé aucune application concrète en 
mécanique céleste, et toutes les recherches en cette matière, même 
les plus intéressantes, ne relevaient encore dernièrement que des 
mathématiques abstraites. 

L'avènement des spoutniks a stimulé un rapide progrès de la mé- 
canique et, en particulier, a conduit à la découverte d’une analogie 
frappante entre le problème des deux centres et celui du mouvement 
du satellite dans le champ gravitationnel terrestre. C’est ainsi que 
le vieux problème a reçu une application nouvelle et extrêmement 
importante à la théorie du mouvement des satellites artificiels de 
la Terre. Le premier article faisant état de cette analogie 12.1], 
publié en 1961, appartenait à trois jeunes (à l’époque) chercheurs so- 
viétiques E. Axionov, E. Grébénikov et V. Diomine. Dans leurs 
travaux ultérieurs ils analyseront en détail le mouvement du satel- 
lite dans le champ gravitationnel de la Terre compte tenu de l’ana- 
logie nouvellement découverte *). 

Le n° suivant est entièrement consacré à l’analogie en question. 


2. L’analogie des deux problèmes 


Soient deux sources du champ fixes représentées par deux points 
matériels de masses respectives m,, m.. Construisons un système de 
coordonnées Oxryz de telle façon que son axe Oz passe par m, et m, 
(fig. 2.1). Soient c., c. les distances respectives de O à m, et m,. Dans 


*) D. Brower et G. Clemence mentionnent brièvement l'existence d’une 
analogie entre les deux problèmes dans leur livre [2.2] paru en 1961. On trouve 
un exposé très circonstancié des problèmes examinés dans la monographie 
de V. Diomine {2.3] et dans le livre de G. Doubochine [2.4]. L'idée même de rem- 
placer le problème du mouvement d'un satellite dans le champ gravitationnel 
réel par un problème approché intégrable remonte probablement à M. Kislik 
qui l’a proposée et mise en pratique en 1958-1959 [2.5]. Aux Etats-Unis, on trou- 
ve une approche analogue dans les travaux de J. P. Vinti [2.6]. 
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le champ de forces d’attraction résultant créé par les points m, 
M>, plaçons un point de masse m dont on veut connaître le mouve- 
ment. Celui-ci est défini par la fonction de forces 
pr, sms 

Uw=t(7+72), (2.2.1) 
somme des fonctions de forces d'attraction des deux centres newto- 
niens (telle est la signification de l'indice (2) dans le premier mem- 
bre). Ici f est la constante universelle de gravitation; r,, r. sont les 


distances du point mobile m aux 


7 centres m,, m, respectivement : 
| = VERT Gap, 
m@. 1, mn ÉRTET ET, 


A titre d'exemple, développons 
l'expression de 1/r,: 


D 
Ta Vre—2co2+c 
_1 
En T 2 e a 2 
Visrs+(e), 
x @n, r r r 


Fig. 2.1. Pour la position du problème où r = V r° + y? + z'est la dis- 
tance du point mobile à l’origine 
des coordonnées. Notons z2/r = sin q (® est la latitude du point 
mobile compté à partir du plan Ozxy), « = c./r et appliquons un dé- 
veloppement bien connu en théorie des polynômes de Legendre: 


1 


2 — np, l . 2.2.3 
V'1—2u sin p+a 2 ” Ses ) 


Compte tenu de (2.2.2) et (2.2.3), écrivons 


me _ Ts S (=)°?, (sin ). (2.2.4) 


: n=0 


Ici P, est un polynôme de Legendre d'ordre n. 

L'expression de m,/r, s'écrit d'une façon analogue. La fonction 
de forces (2.2.1) intervenant dans le problème des deux centres se 
met alors sous la forme 


Uy = Lt me) {1 + D LP, (sin q)}; (2.2.5) 
k=1 
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où y, se déduit de l'égalité 
ms + m2) va = mich + mich. (2.2.6) 


Et c'est là que surgit, presque spontanément, l’analogie entre U,:) 
définie par (2.2.5) et la fonction de forces U déjà connue du sphéroïde 
terrestre (formule (1.7.1)). Les deux formules s’écrivent presque de 
la même façon ; elles seraient identiques si les coefficients constants 
des termes correspondants dans les deux développements étaient 
égaux. Du moment que le problème impliquant la fonction de for- 
ces (2.2.5) est intégrable, il devrait en être de même du problème lié 
au mouvement du satellite. Or, en réalité, il en est tout autrement. 
En effet, le développement (2.2.5) n’ayant que quatre paramètres 
libres m,, Ma, Cy, Ce, il Y à dans (1.7.1) seulement quatre termes qu'on 
pourrait identifier aux termes de (2.2.5). Il est logique de le faire 
avec les quatre premiers termes des développements, ce qui revient à 
exiger qu'il y ait 


1) M +m=M, 
2) mic; + mac =0, 
3) m,c?+m.ci=MLR?, (2.2.7) 


4) mci + mécs = MISRS. 


Les termes ultérieurs des développements de U et de VU, resteront 
différents, mais cela n’a pas beaucoup d'importance car, de toute 
façon, on ne connaît avec précision que quelques premières constan- 
tes Z,, les autres étant très petites et mal connues. 

Il suffit donc de choisir les paramètres m,, m2, c;, ©, dans le 
problème des deux centres fixes de façon à vérifier les égalités (2.2.7) 
pour que la fonction de forces U,,;, tout en définissant le probleme 
mentionné, soit confondue en ses termes dominants avec la fonction 
de forces ÜU du champ gravitationnel terrestre. Autrement dit, il 
suffit de « traficoter » un peu le potentiel du champ gravitationnel 
de la Terre en lui adaptant une nouvelle « queue » (c’est-à-dire en 
remplaçant les coefficients — très petits — des termes du dévelop- 
pement d'indices À > 4 par des coefficients nouveaux mais toujours 
aussi petits) pour que le problème du mouvement du satellite dans 
le champ de la Terre (ou d’une autre planète) soit intégrable. Le mou- 
vement du point influencé par le potentiel « traficoté » ne différera 
pas beaucoup de son mouvement sous l’action du potentiel initial, 
car on tient compte assez fidèlement de l'effet des termes dominants 
du potentiel. De plus, puisque le problème est intégrable, les formu- 
les exactes dégagées après intégration devront tenir compte de l’in- 
fluence de tous les effets des termes dominants de la fonction de forces 
du champ gravitationnel terrestre, et pas seulement des effets d'’é- 
volution comme précédemment. 
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Le problème intégrable des deux centres fixes suit donc de très 
près le problème du mouvement d'un point dans le champ gravita- 
tionnel du sphéroïde terrestre, quitte à choisir convenablement les 
paramètres dans le problème des deux centres. Plus exactement, il 
faut que les équations (2.2.7) soient vérifiées. Le système (2.2.7) 
est facile à résoudre algébriquement. Des deux premières équations 
on déduit 


— Mc: _ Mc; 
m,—= ES ; Mo = ei . (2.2.8) 


Portant (2.2.8) dans les deux autres équations (2.2.7), on‘obtient 
C1C2 (Co + C1) = —Lsh*, 


ou 
k A 

CiC2= — DR, c+a=-—. (2.2.9) 

On voit de là que c,, c, sont racines de l’équation quadratique en c: 

— Fe LR?= 0. (2.2.10) 


Proposons-nous de résoudre cette nu Il vient 


I 

—. = (+ 21 + DAES ENT —+ )° +41) + 
Ts Is \2 R 
É (57 ii /T 4 
Portant maintenant (2.2.11) dans (2.2.8), on détermine complèé- 
tement m,, M2, C1, C.. Se rappelant les valeurs numériques que pren- 
nent 7, et Z3 (1: — —105, 7, — 1075), on se rend compte d’une cir- 
constance surprenante : les distances c,, c. et les masses m,, m, du 
problème des deux centres s'avèrent être des quantites complexes! 
Autrement dit, le problème classique s'en trouve généralisée aux mas- 
ses et distances complexes. Il n’y a cependant rien d’anormal à cela: 
la fonction de forces restant réelle, il en est de même du mouvement. 
Le coefficient /, caractérise l’aplatissement de la Terre, et le 
coefficient 74, sa dissymétrie par rapport au plan de l'équateur. La 
dissymétrie en question est si petite (| 74/7, | = 10-*) qu'on peut 
la négliger. Compte tenu seulement de l’aplatissement de la Terre 

(7; = 0), on obtient 


m=m=t%, a=iRVIRI, c@=—iRVTRI. (2.2.2) 


Ainsi donc, le mouvement du satellite dans le champ gravitation- 
nel d’une Terre aplatie et symétrique par rapport à l’équateur se 


(2.2.11) 


a 
SS | S 
AN ES | 
ee S 
ES 
rt 
> 
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laisse interpréter en termes du problème (intégrable) du mouvement 
d’un point dans le champ à deux sources fixes de même masse, sépa- 
rées par une distance imaginaire pure (!). (La distance serait réelle 
si la Terre était allongée au lieu d’être aplatie.) L’analogie entre les 
deux problèmes mise en évidence par Axionov, Grébénikov et Dio- 
mine permet d'interpréter le mouvement du satellite dans le champ 
gravitationnel de la Terre sous une forme fermée, à savoir au moyen 
de fonctions elliptiques (voir ci-après). Il convient de noter que le 
problème classique était traditionnellement considéré en deux di- 
mensions, alors que les trajectoires des satellites sont essentiellement 
gauches: une raison de plus pour continuer à attaquer le problème 
des deux centres fixes. 

L'’analogie entre les deux problèmes était assez difficile à saisir: 
les chercheurs de différents pays ont mis plusieurs années à la cer- 
ner. Pour mettre le problème du mouvement du satellite dans le 
champ terrestre sous une forme intégrable, J. P. Vinti aux Etats- 
Unis [2.6], M. Kislik en Union Soviétique [2.5] et autres « trafico- 
taient » le potentiel comme nous venons de le décrire. Mais il fallut 
attendre les travaux d’Axionov, Grébénikov et Diomine pour que 
le problème soit bien posé, clairement situé et résolu avec précision. 
Les cas que nous avons examinés précédemment s’en déduisent comme 
des cas particuliers. A l'heure actuelle, le problème des deux centres 
fixes doués de masses complexes et situés à une distance complexe 
l’un de l’autre est désigné sous le terme de problème généralisé des 
deux centres fixes. Ainsi défini, il continue à attirer les chercheurs 
{V. Alexeiev [2.7] entre autres). 


3. Intégration. Système de coordonnées 


Passons à l'intégration du problème. Prenons le cas (2.2.12). 
Introduisons la notation c = RV |1, |; il vient 
à M 1 1 
U 9) —= An {= — —————— ) . 2.3.1 
OST yep vaprreau 49 
Tout système de coordonnées ne convient pas à l'intégration des 
problèmes. Chaque problème concret exige généralement un systè- 
me de variables particulier, facilitant au maximum l'analyse. Le 
‘hoix d’un tel système de variables n’est pas toujours facile; il vaut 
mieux ne pas le faire à la légère, car il détermine le succès (ou l’échec) 
de l'étude. Dans notre problème, au lieu du système de coordonnées 
cartésiennes x, y, z, nous introduirons un système de coordonnées 
curvilignes À, Lu, w, de façon à avoir 


z=cV (HA) (1 — 2) cos w, 
y=cl/ (12%) (1—p)sin w, (2.3.2) 
z=CÀU. 
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Expliquons la signification des nouvelles variables. De (2.3.2) 
il ressort que 


T° + y° 

c3 (1 À) LR: CE TE = 1, 

z?L y DL 

AG eu 1 Sd 
z 
— = {g w. 


y 


On voit que le lieu géométrique des points À = Cte 0 LA +00) 
est un ellipsoïde de révolution aplati dont l’axe de symétrie 
se confond avec l’axe des z de 


l’ancien système de coordonnées. p=1 
Le demi-petit axe de l’ellipsoïde 
est cx, le demi-grand axe cY 1 +4? 
{fig. 2.2). Le lieu géométrique 
des points u —=Cte est un 
hyperboloïde de révolution à une 
nappe (son axe de symétrie se 
confond aussi avec l’axe des 2). 
{Les hyperboloïdes remplissent 
l’espace tout entier quand u° 
varie de 0 à 1.) Enfin, w = Cte 
{(—00 << 'wW< +oo) définit un Fig. 2.2. Système de coordonnées 
plan qui contient l'axe des z elliptiques 

(le plan méridional). Traduits 

en termes de ces variables, r, et r, deviennent: 


n=VA TTC TI =e (A+ ip) 


et 
= VAT EE = c (A — ip), 
d'où | 
Uen = ÎM THE (2.3.4) 


Puisqu'on a toujours U,,, > 0, l'ensemble de définition de À est 
le suivant : 0<< À < oo. 


Ecrivant d’après (2.3.2) les expressions des dérivées de x, y, z 
par rapport au temps en fonction des dérivées À, u, w, on obtient l'ex- 
pression de l’énergie cinétique T7 = 1/,(x° + y° + 22) en fonction de 
À, u, w, à, : w. Ilse trouve que 


À? 
T= TE + PE ue (142) (1—p?) we}. (2.3.5) 


L'énergie totale du mouvement est alors 
H =T — U,. (2.3.6) 
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4. Méthode de Hamilton-Jacobi 


Ici et par la suite, nous aurons besoin de la méthode de Jacobi 
pour l'intégration des équations de la dynamique. Nous décrirons 
cette méthode sans déduction, sous sa forme la plus simple, telle 
qu'elle sera employée dans ce livre. Pour les détails, on peut consul- 
ter n'importe quel traité de mécanique analytique ou céleste (par 
exemple [2.8, 2.9]). 

Supposons que l'énergie cinétique soit fonction des coordonnées 
généralisées (curvilignes) g,, 9», ga et des vitesses correspondantes 


ur or 3: 


T = T'(qu; Qos Is Gus Gas Q3)- (2.4.1) 
Les dérivées partielles 
P1 = ÔT/ôg Pe — ÔT/0g», ps = ÔT/ôgs (2.4.2) 


s'appellent alors impulsions généralisées. Exprimons les vitesses g:, 


Ge 93 figurant dans la formule (2.4.2) par l'intermédiaire des impul- 
sions généralisées Pp,, P+, Pa (supposant que cela soit possible) et 
portons-les dans l'expression (2.4.1) de l'énergie cinétique. Nous ob- 
tenons une nouvelle expression de l'énergie cinétique: 


= T (ga: sr ss Pas Pos Ps). 


Soit U (1, 4e, ga) la fonction de forces du champ de forces dans le- 
quel se produit le mouvement. Ü ne dépend pas explicitement du 
temps. L'énergie totale du mouvement 


H=T—[{ÙU 
sera alors constante : 
H (Qis Qos Gas Pis Pas Pa) = À. (2.4.3) 


La fonction À (g;, q2, Qs, P1r Per P3) s'appelle fonction de Hamilton. 
Les équations du mouvement se mettent dans ce cas sous forme 
canonique 


dqi/dt = 0H ;ôp;, dpildt = —0H}ôq; (i = 1, 2, 3) (2.4.4) 
et s'appellent équations de Hamilton. 


Ecrivons l'équation aux dérivées partielles en remplaçant p,, 
P2 Pa de (2.4.3) par les dérivées 0W/0q,, 0W/0q,, 0W/9q;: 


oW 0W 0W 
H (gs 2 ss ETAT ) =. (2.4.5) 


Cette équation s'appelle équation de Hamilton-Jacobi. C'est la fonc- 
tion W qu'on cherche dans (2.4.5). À cet effet, on cherche une solu- 
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tion de (2.4.5) 
W (k, Lo; Lg ÿ1» ET q3) 


qui dépende de trois constantes: de À et de deux autres constantes 
arbitraires &@,, 3. Si l’on arrive à trouver une telle fonction W, 
l'intégrale générale du système d’équations canoniques (2.4.4) s'é- 
crira sous la forme 


0oW OW oW 

nr tbe = be = hs 

oh OLA 03 9 4 6 
aW | oW oW (2-4.6) 
dg, Pr og; Pa 5g Pa: 


Ici B,, B:, B; sont de nouvelles constantes arbitraires. Les formu- 
les (2.4.6) établissent la liaison des coordonnées g,, g:, gA et des im- 
pulsions P;,. P+, Pa avec le temps f et les six constantes arbitraires k, 
Cas Ags Pis Br B3- Ces formules apportent donc une solution complète 
au problème de dynamique. (Pour achever l’analyse, il reste à dé- 
finir sous forme explicite, au départ de (2.4.6), les coordonnées et 
les impulsions en fonction du temps et des constantes arbitraires. 
C'est une tâche assez difficile dans la plupart des cas.) 


9. Intégration 


Ecrivons donc, selon la méthode de Hamilton-Jacobi, les impul- 
sions généralisées pour le problème considéré : 


oT c2 At+u : 


Pa RE À 
0e 0h 
Pu — on si Tue Fo (2.5.1) 
oT : as 
Po == c? (1 +2?) (1—p?) w. 
ow J 


Exprimant ensuite les vitesses en fonction des impulsions et les 
portant dans l'expression (2.3.5) de 7, on obtient une nouvelle ex- 
pression de l'énergie cinétique : 


M 1 Si 2, 1—p pà 
F= ge (pe Pit pue Php es Je (C:5.2) 


La fonction de Hamilton s'écrit alors 
HST=U, (2.5.3) 


où U (u, À) est définie par (2.3.4). On peut maintenant écrire direc- 
tement l'équation de Hamilton-Jacobi qui, après multiplication par 
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2c? (À + u*), devient 


+20 (5) + de + Go) (7) 
—9fMch+ 2he? (A2+u2). (2.5.4) 


Cherchons une solution convenable de cette équation sous la forme 


W=W Q +W,(u) + W; (w) (2.5.5) 
et posons 
dW,'dw = n3 = Cte (W, — aw). (2.5.6) 
L'équation de Hamilton-Jacobi (2.5.4) sera alors vérifiée si 
(1+22) ( sue )' = oi+ 2fMch + 2hc2A2+ a, (2.5.7) 
(1 — y?) (Se) = — = a + 2he2u2 — 2a,, (2.5.8) 


où «, est la nouvelle constante. À partir de ces expressions, W, (À) 
et W, (u) se définissent aisément par quadratures ; on détermine donc 
aussi W, qui s’écrit sous la forme 


w= | y_LQ) da + | ART du + a;w, (2.5.9) 


L'()=a3+2(1+ A2) (hc22+ fMcÀ + &), 
M (u)= — ai +2 (1—p?) (heu? — a). 


On pourrait maintenant achever la réduction du problème aux 
quadratures en se servant des formules (2.4.6). Or, les équations ob- 
tenues de cette manière ne sont pas inversibles directement, c’est- 
à-dire qu'on ne peut pas expliciter les coordonnées dans ces équations. 
Nous serons donc obligés de nous écarter un peu de la méthode de 
Hamilton-Jacobi traditionnelle. Appliquons en même} temps les 
expressions (2.4.6) et (2.5.1) des impulsions; il vient 


| (2.5.10) 


__0W_ VL __, M+p; 
PS GR TER SC TER 
0W M A+p3 : 
Pa gg = Tr = € PTT b, : (2.5.11) 
Po = = ay € (1+ A2) (1 — pu?) w. 


Introduisons à présent une nouvelle variable indépendante + 
liée à l’ancienne t par la formule 


dt = © (NE! + pu?) dt; (2.5.12) 
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les équations que nous venons d'écrire nous donnent alors 


DVI, 

d ne 

<=VM(), (2.5.18) 
dw A+ pi 


a (EN) (pe) 


Les deux premières équations conduisent immédiatement aux qua- 
dratures : 


: 
js = + | es = Th (2.5.14) 


où B;, B, sont de nouvelles constantes arbitraires. Si l’on arrive à 
inverser ces quadratures, c’est-à-dire à obtenir les expressions expli- 
cites À (t), u (+), le second membre de la troisième équation (2.5.13) 
sera une fonction explicite de t, si bien que 
_, (__M+n | 
W=Q; ds dt + Bo - (2.5.15} 
Cette formule, jointe aux expressions u (t) et À (rt), constitue une 
représentation paramétrique (t paramètre) des trajectoires (B, 
est une dernière constante arbitraire). Enfin, (2.5.12) nous permet 
aussi de définir explicitement le temps t en fonction de ce même 
paramètre : 


6€ | (À* + u°) dr, (2.5.16} 
et le problème est résolu complètement. 


6. Domaine des mouvements du satellite 


On doit donc tout d’abord inverser les quadratures (2.5.14). 
Ce n’est pas facile. Puisque les polynômes figurant sous les radicaux 
sont du quatrième degré, l’inversion peut se faire au moyen de fonc- 
tions elliptiques de Jacobt mais d’une façon différente dans chaque 
cas particulier, en fonction des valeurs que prennent les racines des 
polynômes. On se heurte aussi à des difficultés notables en calculant 
les racines des polynômes du quatrième degré en fonction des coeffi- 
cients des polynômes, bien qu'il soit possible de tourner ces diffi- 
cultés par l’analyse qualitative des trajectoires. 

De la définition du système de coordonnées curvilignes, il ressort 
que l’ensemble de définition des variables est 


— << WW +00, 
0<AÀ<+ 00, (2.6.1) 
—1<uB<+1; 
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on ne prendra donc en considération, en analysant le mouvement, 
que les valeurs de À, u, & qui tombent dans le domaine (2.6.1). Comp- 
te tenu de cette remarque, faisons l’analyse qualitative d'une situa- 
tion caractéristique du mouvement d'un satellite artificiel. 


Supposons que la constante de l'énergie soit k 0. Alors M{(u) —+ 
— +oo pour u > +o et M (u) < O0 pour u — +1 (on s'en rend 
compte facilement en regar- 
Miy) dant le polynôme W(u) dans 
(2.5.10)). Puisque dans un 
mouvement réel on a toujours 
M (u)>0etZ (à) > 0, sans 
quoi les coordonnées et les 
vitesses prendraient des va- 
leurs imaginaires, il doit y 
avoir sur l'intervalle —1 < 
<u< +1 de définition de pu 
deux racines réelles u,, lo. 
Le polynôme Mu) étant 
bicarré, à chaque racine positive correspond une racine négative 
de même module. Le polynôme en question est donc de la forme mon- 
trée sur la figure 2.3. 


On a en mouvement réel —1 << u, <u Lu: L'Â et, = —u; 
les valeurs de u — u, et p — u, correspondent à un même hyperbo- 
loïde; la valeur négative de u correspond au mouvement dans le 
domaine 3 << O0 (hémisphère austral) et la valeur positive, dans le 
domaine z >> 0 (hémisphère boréal). On a donc dans le mouvement 
considéré pu? <u? — u?, ce qui correspond au mouvement «en 
dehors » de l’hyperboloïde u° = up? = pu°. 

Passons au polynôme L (À) (2.510). Ecrivons-le sous forme deé- 
veloppée : 


Fig. 2.3. Allure du polynôme M (u) 


L (À) = 2h + 2fMcNS + (2he° + 2) À? + 2fMCA + a + Ta 


Sous la même condition k << 0 on a L—> —o pour À + Ho. 

[1 ressort de l’analyse de M (u) que M (0) = —ai — 2a, > 0, 
d’où «5 + 2%: < 0 et à plus forte raison &, << 0. S'il en est ainsi, 
tous les coefficients affectant les puissances paires de À dans Z (À) 
sont alors négatifs (le terme indépendant y compris), tandis que les 
<oefficients des puissances impaires de À sont positifs. On a donc 
L (à) < 0 pour À < 0. D'après le théorème de Viète le produit de 
toutes les quatre racines est égal au quotient du terme indépendant 
par le coefficient qui affecte le terme de plus haut degré: 


Aokshs — EP) > 0, 
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il y a donc ou bien deux racines réelles strictement positives, ou 
bien quatre. En présence de deux racines réelles (par exemple À, 
et À), le polynôme ZL (À) se comporte comme il est montré sur la 
figure 2.4. On a donc en mouvement réel L (À) => 0, ce qui ne peut 
avoir lieu que si À, << À L À,; autrement dit, le mouvement est 
confiné dans le domaine limite 

par deux ellipsoïdes À = À,;et L(à) 
À = À,. En présence de quatre 
racines réelles (fig. 2.5), À 
reste toujours, pendant le 
mouvement, encadré par deux 
racines quelconques (par exem- 
ple À, et À.). Faisons le point : 

Soumis à la seule condition 
h< 9, le mouvement se produit 
toujours en dehors de l’'hyperbo- 
Rise La (Ha he Fig. 2.4. Allure du polynôme L (2) à deux 
limité par deux ellipsoides rarines ele 
il et À (OLA < 
AS A), si bien que le domaine.du mouvement a la forme d’un 
anneau ellipsoïdal montré sur la figure 2.6. 

On se rend mieux compte de ce résultat en reprenant le tableau 
de l’évolution du mouvement que nous avions défini approximati- 
vement dans les n° précédents. Rappelons que l’ellipse osculatrice 
précessionne lentement dans 
le plan de l'orbite tout en 
conservant sa forme, si bien 
que la distance du satellite 
au centre de la Terre n'est 
jamais inférieure à r. ni 
supérieure à r,. Or, le plan 
de l'orbite  précessionne 
lentement lui-même autour 
Fig. 2.5. Allure du polynôme L (À) à quatre . . . Ur 

SR bien que l'anneau r =r. 
engendre une zone sphé- 
rique de rayon r =r, et 

de largeur angulaire 2i, où à est l'inclinaison de l'orbite sur l’équa- 
teur. De même, l’anneau r = r, engendre sur la sphère de rayon r — 
= r,; une zone sphérique de la même largeur angulaire. L'évolution 
du mouvement est donc confinée dans un anneau sphéroïdal tel 
qu'on le voit sur la figure 2.7. 

Cet anneau ressemble beaucoup à la forme exacte du domaine 
de définition du mouvement (anneau ellipsoïdal) dont nous avons 
parlé plus haut. Il y a quand même une différence, quoique infime. 


5—-0262 
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En effet, prenons par exemple l’ellipsoïde intérieur. Son excentricité 
est 2, = Y/ rx Or on déduit de (2.3.2) que à = * (1 + 
l 


LA), où rea est la distance du satellite au centre de la Terre à l’ins- 
tant de la traversée du plan équatorial. Donc 


à c? ( R° ) > 
1 = — : L| << |L rm 4073. 
(5) Vel < 12 
On voit bien que l'anneau ellipsoïdal ne diffère que très légèrement 
de l’anneau sphéroïdal. 
En analysant tous les cas possibles du mouvement restreint 
( < 0), on met en évidence non seulement les trajectoires propres 


X/ 
À 


\ 


Fig. 2.6. Domaine du mouvement du sa- Fig. 2.7. Domaine de l’évolu- 
tellite tion du satellite 


aux satellites entièrement situées au-dessus de la surface du globe 
terrestre, mais aussi les trajectoires balistiques dont une partie seu- 
lement est située au-dessus de la surface : pour ces dernières trajec- 
toires l’ellipsoïde limite intérieur À — À, est situé au-dessous de la 
surface de la Terre. Il arrive qu’une trajectoire appartienne tout 
entière à un ellipsoïde au lieu d’être contenue entre deux ellipsoïdes ; 
ce cas traduit l'existence des racines multiples du polynôme L (À) 
(par exemple À, = À.). 

Sans entrer dans les détails de cette situation (qui ont été décrits 
pour la première fois dans [2.1]), bornons-nous à un cas particulier 
qui aide à voir comment l’analyse des problèmes intégrables se trouve 
poussée jusqu’à « l’avant-dernière étape ». c’est-à-dire jusqu'aux 
formules explicites qui définissent en l'occurrence les fonctions 
À (t), p (t). Une fois les formules explicites établies, on passe à une 
analyse détaillée des propriétés des trajectoires et finalement (« der- 
nière étape ») au calcul numérique. 
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Pour examiner ce cas particulier, faisons un bref rappel des pro- 
priétés des fonctions elliptiques de Jacobi. 


7. Fonctions elliptiques de Jacobi 


Une intégrale du type 
dz 
VG({x) ? 
dans laquelle G (x) est un polynôme du troisième ou du quatrième 
degré. se laisse réduire à une intégrale de la forme 


P z 
D CS 
F (k, De = ÈS “4 2, 274) 


dite intégrale elliptique a de Legendre de première espèce; le 
nombre k, 0 < k L' 1, est appelé module de l'intégrale elliptique. 
L'intégrale définie 

K(H=F (k, +) (2.7.2) 


s'appelle intégrale totale de première espèce. C'est une fonction stric- 
tement croissante de l'argument; on a X (0) = n/2, K (1) = co. 
La fonction X (k) est tabulée ; si k est petit, il est commode d'employer 
le développement 


AH =+{1+(— +) + +) +... 
(Then (2.7.3) 


La double factorielle symbolise ici comme d'ordinaire le produit de 
tous les nombres impairs (resp. pairs) de 1 à 2r — 1 (resp. à 2n) in- 
clus. 
Introduisons la notation 

u = F(k, œ). (2.7.4) 
La courbe de la figure 2.8 illustre la variation de w en fonction de 
pour quelques valeurs de k. Le problème de l’inversion de l’intégrale 
elliptique consiste à substituer la fonction inverse q de x à la fonc- 


tion connue uw de . La quantité , définie en fonction de w et de k 
par (2.7.4), s'appelle amplitude de u et se note 


@ = am u. (2.7.5) 
Le sinus de l’amplitude s’appelle sinus elliptique et se note 
sn u — sin (am u). (2.7.6) 
On définit d’une façon analogue le cosinus elliptique : 
cn u = cos (am u). (2.7.7) 


5* 
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On introduit enfin la fonction 
dnu=Vi—k?2snu (2.7.8) 


dite delta d'amplitude. Les fonctions sn u, cn u, dn u sont appelées 
fonctions elliptiques de Jacobi. 

Bon nombre de problèmes de mécanique, à commencer par le mou- 
vement d’un pendule, se résolvent au moyen de fonctions de Jacobi. 
De même, les problèmes de dynamique du vol spatial qui font l’objet 
du présent essai et ‘de l'essai suivant conduisent aussi aux fonctions 


Fig. 2.8. Fonction u (p) 


elliptiques de Jacobi. Les propriétés du sinus et du cosinus ellip- 
tiques ne sont pas sans rappeler celles des fonctions sinus et cosinus 
ordinaires. On ne doit cependant pas oublier que toute fonction ellip- 
tique dépend de deux arguments u, k. On omet généralement d'in- 
diquer *, mais la fonction en dépend toujours! Les fonctions sn u, 
cn u sont périodiques de période 4X (k), et la fonction dn u, pério- 
dique de période 2X (k); les valeurs de sn w et cn u sont dans l’in- 
tervalle [—1, +1], celles de dn v, dans l'intervalle [V 1 — k?, +1]. 

Le tableau suivant contient quelques valeurs des fonctions ellip- 
tiques : 


... 0 | K | 2K | 3R | 4K 
sn u | 0 | 1 | 0 | —1 | 0 
cnu | 1 | 0 | —1 | 0 | 1 
dnu | 1 | V 1—k | 1 | 1 — k° 1 


FONCTIONS ELLIPTIQUES DE JACOBI 69 


On voit sur la figure 2.9 les courbes représentatives des fonctions 
sn u, cn u, dn u pour quelques valeurs de k. La quantité X (k) joue 
le même rôle pour les fonctions elliptiques que la quantité 1/2 pour 
les fonctions trigonométriques. Or, comme nous l'avons déjà dit, 
K est susceptible de prendre toute valeur numérique sur l'intervalle 
x/2  K < co, en fonction de la valeur du module k. La période 
du sinus et du cosinus elliptiques peut varier donc librement’ entre 


(e) 0,5K K u (9 9,5K K u () 05K K u 


Fig. 2.9. Fonctions sn u, cn u, dn u 


27 et co. Pour k = 0 les fonctions elliptiques se dégénèrent en fonc- 
tions trigonométriques de période 2x: 


k—0, snu = sinu, cnu—=cosu, dnu =. 


Pour 4 = 1 les fonctions elliptiques se laissent exprimer au départ 
de fonctions non périodiques, à savoir des fonctions hyperboliques : 


k=—=1, snu=thu, cnu—= (chu), dnu = (chu)”!. 


Notons quelques propriétés utiles des fonctions elliptiques de 
Jacobi: 
sn (—u)—= —sn u, cn (—u)=cn u, 
dn (—u)= dn u, 
sn (2K—u)=snu, cn(2K—u)——-cnu,l (2.7.9) 
dn(2X —u)=dnu, sn°u+cn?u=1, 
dn?u-=-k2sn2u—1, dn?u—k®cn2u = 1—kx2. | 


Notons aussi les formules de dérivation : 


d 
— snu=cnudnu, 


du 

= d 

7 Cnu=—snudn u, (2.7.10) 
+ da u— —k?sn ucnu. 

U 


Maintenant nous pouvons envisager un cas particulier intéres- 
sant du mouvement d’un satellite. 
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8. Mouvement d’un satellite polaire de la Terre 


Considérons les formules (2.5.13) et (2.5.10). Si &; = 0, on a 
dw/dr = 0, w = w,; le mouvement se produit dans le plan méri- 
dional fixe. Dans ce mouvement 


L (A)= —2]h] 2(1+4) [ar LE ++] 2 |, (2.8.1) 
M (u)=—212le2(1—p2) (u2— | ]. (2.8.2) 


On déduit de js 5.14) que 


B 
es EE 
che | ZI “| V' 2e dun (ie] on 


; 


Introduisons les notations 
ie | À 
u=Vaei(t+8), | ]=84. 
Il vient 


du 


LU 
U = a  S 
| VA — pa) (1 — KE ut) 


En analysant le polynôme W (u) sous sa forme générale, on re- 
marque (voir fig. 2.3) que, de ses quatre racines réelles, deux sont 
inférieures ou égales à 1 en module et les deux autres strictement 


supérieures à 1. Donc 2|> Let k, < 1. Il y a plus: #; est de 
l’ordre du carré de l’aplatissement. de la Terre, ki, — 15. En effet, 


k| — ve, (#7 C, 


d’où 


Or, si k < 1, cette dernière intégrale devient une intégrale ellipti- 
que de première espèce écrite sous sa forme normale de Legendre; 
on peut donc écrire immédiatement 


u=sn [V 21e] (t+8,)]. (2.8.3) 
La coordonnée u aura comme période en + 
T — 4K (kyu) 
DJ 


V 21 
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Considérons à présent la coordonnée À (tx). Le polynôme L (à) 
(2.8.1) admet comme racines réelles 
M { L'ANREUT 
21H] € }’ 1) rs |, 


heure t V (are) | 


(o 2 | 
h |? 
et l’intécrale étudiée se laisse mettre sous la forme 

à 

À dÀ 

2 VA+DG: D Ah) 


= — 


= 22h] (x +B:). (2.8.4) 


Sa réduction à la forme normale est moins facile. Omettant les trans- 
formations intermédiaires, écrivons le résultat final: 


__ A4+8B cn o (t+B:) 
= Ten o by ? (2.8.5) 


FT TETE 
hr p = — B=h+h V FT 
… EST _ A5 +1 

C=1-V 5 D 5 


V2 1h V A+ DE. 

La fonction À (t) aura donc comme période en t 
4K (k 
T\ = = à) : 
avec 
RS Gs—h—[VA+1-VM+1) | 
4 VOA + 1) +1) 

Puisque T, = T,, le mouvement est apériodique. Lorsque À atteint 
sa valeur initiale, se trouve légè- us 
rement « décalée », la trajectoire pre- ee = 
nant en résultat une forme caracté- 
ristique en rosace (fig. 2.10). La 
différence T;, — T, définit la vitesse 
du mouvement du demi-grand axe de 
l’ellipse osculatrice de l'orbite. 

Notons l'existence d'orbites pres- 
que (ou quasi) circulaires À — Cte qui RS 
répondent à l'égalité À, = À. 

Cela suffit probablement à se 
faire une idée du problème; pour 
plus de détails, nous conseillons au lecteur les ouvrages de fond dont 
on trouve la liste complète dans le livre de V. Diomine [2.3]. 


Fig. 2.10. Trajectoire d'un 
satellite polaire 


TROISIÈME ESSAI 


ENCORE UN VIEUX PROBLÈME QUI REVIENT À LA VIE 


Un homme cultivé se contente de ronger 
très légèrement son os avant de le jeter 
sous la table. 


Fafik *) 


1. Quel est ce problème ? 


Ce problème est le suivant. Soit un point matériel, mobile dans 
le champ gravitationnel d’un centre d'attraction newtonienne; sup- 
posons qu'il subit une accélération « perturbatrice » constante en 
grandeur et en direction (fig. 3.1). Ce problème remonte à Lagrange; 
au XIX® siècle il fut discuté par Célérier et Saint-Germain, ainsi 
que par le mécanicien russe Ï[. Mechtcherski. Ils montrèrent que le 
problème est intégrable par quadratures mais ne poussèrent pas sa 
solution jusqu'au bout, car leurs quadratures se prêtaient mal à 
l’inversion. Le problème fut ultérieurement jeté sous la table et pro- 
bablement abandonné. 

Intégrable mais à moitié oublie, le problème revint à la vie 
dans les années soixante du vingtième siècle. Et voici pourquoi. Pour 
les vols spatiaux qui peuvent devenir réalisables dans un proche ave- 
nir, on met au point des moteurs dits à faible poussée (propulsion 
ionique, plasmatique, etc.), dont le rôle consiste à imprimer au vais- 
seau une très petite accélération de poussée pendant un temps très 
long (nous en reparlerons plus en détail dans les autres essais). On 
peut imaginer un cas où le propulseur fournit une accélération cons- 
tante en grandeur et en direction: le mouvement du vaisseau spatial 
s'inscrit alors dans le problème classique de Célérier-Saint-Germain. 

Autre application importante: l'étude de l'influence qu'exerce 
la pression de radiation sur la trajectoire d’un satellite. On sait que 
le rayonnement solaire exerce une pression faible mais appréciable 
sur la surface éclairée des corps; pour certains satellites la pression 
de radiation est la principale source des perturbations. Tel est le cas 
des satellites américains Echo qui représentent de gros ballons (30 


*) Chien terrier. collaborateur au magazine humoristique polonais Przekrôt. 
Ses aphorismes sont publiés systématiquement sous la rubrique « Pensées des 
grands hommes, des hommes moyens et du chien Fafik ». 
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à 40 mètres de diamètre) gonflés de gaz. À cause de leur petite masse 
et de leur surface étendue, ils sont très sensibles à l’effet perturbateur 
de la lumière. Dans un intervalle de temps (relativement) court, tant 
que le Soleil reste à peu près immobile dans son mouvement annuel 
par rapport à la sphère céleste, on peut admettre que la pression de 
radiation engendre une accélération constante en grandeur et en 


Fig. 3.1. Schéma des forces en jeu 


direction (du Soleil vers l’objet). On retrouve donc un modèle de 
mouvement décrit par le problème classique. 

Il n’est pas étonnant que, depuis une vingtaine d'années, le 
problème du mouvement dans le champ newtonien en présence d'un 
vecteur accélération additionnel constant soit retiré des coffres de 
l'oubli et nettoyé de la poussière des siècles [3.1-3.6]. L'’exposé 
ue suit reprend essentiellement les idées des travaux (3.1, 3.2] de 
’auteur. 


2. Quelques mots sur les équations du mouvement 
et sur leur intégration 


Construisons un système de coordonnées Oxyz d'origine au centre 
newtonien © (fig. 3.1) et introduisons des variables sans dimension 
définies par les formules 


{r} = {rr}/ro {v} = {Vr}/} Tobor 
t=tr/V ro/go (f}={fr}/80 
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où r, est une distance fixe (par exemple initiale) au centre d'attrac- 
tion ; go — p/r;, l'accélération de la force d'attraction à la distance r, 
du centre; {r}, {v}, {f}, t sont des grandeurs sans dimension, à sa- 
voir : les coordonnées, les composantes de la vitesse, les composantes 
de l'accélération de poussée, le temps; {rr}, {Vr}, {fn}; tr) 1eS 
grandeurs analogues avec dimension. 

Dirigeons l’axe des x du système de coordonnées fixe suivant le 
vecteur accélération de poussée constant f. Les équations du mouve- 
ment s’écriront alors 


z— — x|r3 E f, y — — yirs, z2=— —zir, r=Vr+ y? + 22. 
(3.2.1) 


Sans la quantité / dans le second membre de la première équation, 
elles ne seraient autres que les équations différentielles du mouve- 
ment képlérien. La présence du paramètre f entraîne, comme nous 
le verrons, une variété fantastique de mouvements. 
Les équations (3.2.1) admettent trois intégrales premières: 
— l'intégrale de la demi-force vive 


(222429) — fr h (3.2.2) 


— 


— l'intégrale des aires 


2y — yz = —k, (3.2.3) 


(par rapport à l’axe des x, c'est-à-dire à la direction du vecteur accé- 
lération f); 

— une intégrale de synthèse, dite integrale laplacienne du mou- 
vement képlérien, 


zrr — — Sfr fr?—2hz=c. (3.2.4) 

Nous en aurons besoin plus tard. Pour l'instant, contentons-nous 
de noter que l'existence d’un nombre suffisant (trois en l’occurrence) 
d’intégrales premières est la condition d'’intégrabilité des équations 
du mouvement. Il est donc utile, en procédant à l'intégration, de dé- 
gager si possible toutes les intégrales premières du système qui sont 
indépendantes, c’est-à-dire qui ne se déduisent pas l’une de l’autre. 
L'existence de trois intégrales premières (3.2.2)-(3.2.4) permet de 
réduire le problème aux quadratures. 

On pourrait bien sûr, quitte à introduire un système convenable 
de coordonnées curvilignes, faire l'intégration par la méthode de 
Hamilton-Jacobi comme nous l'avons fait dans le problème des 
deux centres fixes. Or, les trois intégrales premières ci-dessus per- 
mettent de faire l'intégration directement, en les transformant d’une 
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façon convenable. En effet, introduisons deux nouvelles variables 


=r—z, v=r+x, (3.2.5) 
telles que 


r=— (u+v), z= + (u—v), (3.2.6) 
et une troisième variable œ telle que 
cosp=y/r, sinp=z/r,, r=Vy?+2. (3.2.7) 


Substituons les nouvelles variables u, v, @ définies par (3.2.5)- 
(3.2.7) à x, y, z dans les intégrales premières (3.2.2)-(3.2.4) et rem- 
plaçons le temps { par un paramètre Tt qui croît de façon monotone 
dans le temps, 

dt = dt/r. (3.2.8) 


On arrive alors sans peine à expliciter les dérivées du/dt, du/dr, 
dy/dt dans les intégrales (3.2.2)-(3.2.4), après quoi on termine l’in- 
tégration par une quadrature. Sans montrer la « cuisine » de l’inté- 
gration, citons seulement les résultats finaux. 

I1 se trouve que le mouvement est régi par les quadratures 


dv du 


Fo =T+c, TS = T+ C (3.2.9) 


dans lesquelles 
V (0) mn fus + 2hu? +2 (1 +c) v— ki, 
U (u)=— — fus + 2hu?+2 (1 —c) u—ki. | 


On sait que les intégrales du type (3.2.9) se laissent inverser au moyen 
des fonctions elliptiques de Jacobi. Par l’inversion de ces intégrales 
on obtient les équations paramétriques de la trajectoire dans un 
plan tournant qui contient le rayon vecteur r et l’axe des x. L'’angle 
de rotation de ce plan autour de l’axe des x se définit, conformément 
à (3.2.3) et (3.2.7), par la formule 


(3.2.10) 


(3.2.11) 


dans laquelle r et x sont naturellement considérés comme des fonc- 
tions connues de t (en vertu de (3.2.6) et des intégrales (3.2.9) inver- 


sées). Nous voyons que @ varie de façon monotone suivant 7. De 
(3.2.8) on déduit que 


T 
t—t— | rdt, (3.2.12) 
0 


et le problème est entièrement réduit aux quadratures. 
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Fig. 3.2. Système de coordonnées parabolnïdales 


Notons que le système de coordonnées curvilignes u, v, @ intro- 
duit pour l'intégration est paraboloïdal. Les surfaces decoordonnées 
u —= Cte, v — Cte sont des paraboloïdes de révolution dont l’axe 
commun se confond avec l’axe des zx du système cartésien. Dans le 
plan æ — Cte, le réseau des coordonnées est défini par deux familles 
de paraboles u — Cte,v = Cte, ainsi qu'il est montré sur la figure 3.2. 

‘On peut affirmer que les coordonnées du paraboloïde de révolu- 
tion ‘sont les mieux adaptées au problème considéré. En effet, dès 
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que l’on s'éloigne suffisamment du centre d'attraction, on a f > 
> 1/r° (car Î est constant et 1/r° peut devenir aussi petit que l'on 
veut). Le mouvement qui se produit dans ces conditions est donc 
très voisin d’un mouvement sous l’action du seul vecteur accélé- 
ration constant f (l'accélération newtonienne 1Â/r* devenant négli- 
geable). Or, on sait que le mouvement dans un champ de forces ho- 
mogène (Î — Cte) se produit suivant une parabole dont l’axe se 
confond avec la direction de f. 


3. Mouvement plan 


Nous nous bornerons, dans le texte qui suit, à considérer le cas 
de mouvement dans le plan zx, y. On a alors k, = 0 et ® = m,. Les 
polynômes (3.2.10) se laissent écrire ainsi: 

V= fv (v—v:) (W— vs), 
; (3.3.1) 
U= — fu (u—u,) (u—us), 
et admettent comme racines 
v,=0, 


+ VAT 


Us = ; 
_ —h—Vh3—2; ({+0) 
Do Ce 

u,—=0, 
h+ Vh3+2f (1—c) 
Re 0 
h— Vh3+2f (1—0c) 
EE ES e 


Le problème plan a donc l'avantage indiscutable d'’expliciter 
sans difficulté toutes les racines des polynômes (3.3.1) (donc, aussi, 
les modules des fonctions elliptiques et les autres paramètres du 
mouvement) en fonction des conditions initiales, à l’aide des va- 
leurs des constantes À, c. Pour cette raison, il est commode de faire 
la classification des mouvements dans le plan À, c pour une valeur 
fixée non nulle de f. Une telle classification est facile à établir, car, 
répétons-le, les coordonnées u, v sont des fonctions explicites connues 
de t et des constantes À, c, à savoir: 


u (t, h,c); vit, h, c). 


Or, ces fonctions, exprimées en termes de fonctions elliptiques de 
Jacobi, sont différentes suivant les cas (d’ailleurs nombreux). Omet- 
tant les détails que le lecteur peut trouver dans [3.1, 3.2], donnons 
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tout de suite les résultats de l'analyse. Pour caractériser les trajec- 
toires, il importe seulement de savoir que les trajectoires sont défi- 
nies par des combinaisons de fonctions u (t), v (t) montrées schéma- 
tiquement sur la figure 3.3. La diversité des types de fonctions tient 
à ce que, pour » et c différents, les racines v, v des polynômes (3.3.1) 


d 


= 


Fig. 3.3. Les cas possibles de u (t), v (t) 


peuvent être positives et négatives, réelles et complexes. Remarquons 
en outre que si & (t) tend vers l'infini pour t — t*, le temps réel t 
tend lui aussi vers l'infini pour t — t*, si bien que v ne prend une 
valeur infinie qu’au bout d'un temps infini. 

On distingue deux cas qualitativement différents pour u (t) et 
trois pour v (t) (fig. 3.3). Quant à l’allure de la trajectoire, elle est 
complètement définie par les deux questions suivantes: 

1° laquelle des six combinaisons possibles de u (x), v (t) (fig. 3.3) 
a lieu? 

to? quel est le rapport des périodes T,/T, des fonctions u (t), 
v (t):! 

Puisque x (rt), v (t) s'écrivent sous forme explicite au moyen des 
fonctions de Jacobi, on arrive toujours à donner des réponses aux 
questions 1° et 20. 
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4. Classification des trajectoires du mouvement plan 


Ces trajectoires peuvent être classées en quatre types principaux: 

T ype I. Trajectoire non bornée, avec des points doubles, n’en- 
tourant pas le centre d'attraction. Ses paramètres prennent leurs 
valeurs dans le domaine 


c<< —1. 


Type II. Trajectoire non bornée, avec des points doubles, 
entourant le centre d'attraction. Ses paramètres ont leurs valeurs 
dans le domaine 

h 
—1<c<+i, — 
vf 

Type III. Trajectoire non bornée, sans points doubles. Le do- 
maine des valeurs des paramètres est 


> —V2(1+0c). 


c> 1, 7 >V—2 (1 —c). 


Type IV. Trajectoire bornée. Une telle trajectoire est définie 
pour 
hk PS 
—1Â<c<ii, ——<—V2(1+0). 


II peut y avoir aussi dans ce domaine des trajectoires de type I. 

Dans le reste du plan c, kVf(à savoir:c>1 et k/V f < 
<V—2(1— 0c)) il n'y a aucun mouvement réel. Le partage du 
plan en domaines I, IT, [1]1, IV est montré sur la figure 3.4. On y re- 
marque également quelques schémas simplifiés des trajettoires qui 
sont possibles dans la partie donnée du plan c, k/V/f. 

Passons à l'étude des propriétés des trajectoires à l'intérieur 
et aux frontières des domaines [ à IV. Nous ne considérerons que 
les trajectoires les plus intéressantes. 

Trajectoires de type I. Elles sont non bornées et, pour { — oo, 
‘tendent vers une parabole u = u* ; elles n'entourent pas le centre 
d'attraction et sont assez « douces » ; lorsque c devient élevé.en mo- 
dule, elles ressemblent à des arcs de largeur arbitraire (parfois très 
étroits). Certaines trajectoires sont de véritables navettes: elles 
conduisent à un certain point (u,, v,) où la vitesse s’annule, mais non 
les forces; l’équilibre n'est pas atteint, et le mouvement reprend à 
partir du point (u,, v,) suivant la même trajectoire mais dans le sens 
inverse ! C'est un peu comme si, en suivant un sentier, on aboutissait à 
‘une impasse : on serait bien obligé de se dire « Demi-tour! » et de 
parcourir le même sentier dans le sens inverse... Deux vaisseaux 
spatiaux lancés suivant une telle trajectoire à des instants différents 
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| : / 


Fig. 3.4. Partage du plan c, h/V f en domaines I, II, III, IV ct représentation 
symbolique des trajectoires 


finiront par entrer en collision! (Cet exemple est purement mathé- 
matique. En réalité les pilotes auront largement le temps de chan- 
ger l’intensité ou la direction de la poussée f et de se croiser sans pro- 
blème, mais ceci est une autre question.) Les trajectoires que nous 
venons de décrire sont représentées sur la figure 3.5. Si c n’est pas 
grand, la trajectoire peut avoir des points doubles (fig. 3.6) ou même 
prendre l'allure d’un serpent (fig. 3.7). 


6—0262 
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Fig. 3.5. Trajectoires de type I Fig. 3.6. Trajectoire de type I avec 
des points doubles 


Fig. 3.7. Trajectoire en serpent de Fig. 3.8. Trajectoire de type II avec 
type I des points doubles 


Trajectoires de type IT. Elles ne diffèrent des précédentes que 
par leur faculté d’entourer le centre d’attraction, ce qui évite les 
« chemins de retour », ou « navettes ». Quelques trajectoires de ce 
type sont montrées sur les figures 3.8 à 3.11. 

Trajectoires de type IIT. Très douces, sans points doubles, elles 
entourent le centre d'attraction (fig. 3.12, 3.13). Elles peuvent être 
purement paraboliques, en particulier radiales (le mouvement se 
produit parallèlement à f). 
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Fig. 3.9. Trajectoire en boucle de Fig. 3.10. Trajectoires de type 11 
type I 


YA 


FaN 
x 


Fig. 3.11. Trajectoire en serpent Fig. 3.12. Trajectoire de type I11 
de type II 


Revenons à la trajectoire serpentiforme de type II montrée sur 
la figure 3.11. On remarque que dans sa partie « médiane » les bou- 
cles deviennent plus serrées. Il est intéressant d’observer sa variation 
au passage du domaine II dans le domaine IV (mouvements bornés). 
A la frontière des domaines la trajectoire se divise en trois (fig. 3.14). 
Tout d’abord, on voit surgir au droit des boucles serrées une nouvelle 
trajectoire périodique v = Cte = v,. Le point matériel parcourt un 
arc limité de la parabole, à savoir la portion comprise à l’intérieur d’une 
parabole u = u.. Il oscille sur l’arc v = v, limité par deux points de 
coordonnées u = u,, 0 = v4. Pour { — oo, on voit tendre asymptoti- 
quement vers cette trajectoire, à gauche, une autre trajectoire ser- 


6* 
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Fis. 3.13. Trajectoire de type III Fig. 3.14. [Trajectoires à la frontière 
des domaines II et IV 


pentiforme bornée. Se rapprochant de v = v,, les boucles de cette 
dernière se serrent de plus en plus. L'allure exacte de cette trajectoi- 
re est la suivante : elle s'éloigne en oscillant de la parabole v = v;, 
fait une fois le tour du centre d'attraction, puis, comme nous venons 
de le dire. tend asymptotiquement pour i + © tout en oscillant vers 
un arc de parabole v = v.,. Bien que bornée, elle ne se prête pas fa- 
cilement à une définition en termes d'éléments osculateurs: les 
perturbations introduites par l’accélération additionnelle f sont trop 
fortes, et la trajectoire elle-même n’a visiblement rien à voir avec 
une «ellipse osculatrice ». 

Enfin, à droite de l’arc v = v, on remarque une troisième tra- 
jectoire serpentiforme qui s'éloigne et qui, pour é —— ©, se rapproche 
d’une parabole u — u* (et s’en va à l'infini avec cette dernière, ce 
que l’on peut voir sur la figure 3.14). 

Voyons maintenant les trajectoires qui se situent dans le domaine 
des mouvements bornés (il peut y avoir aussi, comme nous l’avons 
signalé, des trajectoires non bornées). 

Trajectoires de type IV. Dans les premiers instants qui suivent 
la traversée de la frontière entre les domaines IT et IV à l’intérieur du 
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Fig. 3.15. Trajectoires bornée et non Fig. 3.16. SL Les quasi clliptique 
bornée dans le domaine IV dans le domaine IV 


domaine IV du plan c, h/V f, les trajectoires épousent la forme montrée 
sur la figure 3.15. Les ondulations prononcées de la trajectoire bornée 
ont pour cause l'influence de l'accélération additionnelle f qui est 
non négligeable. L’allure exacte de la trajectoire est la suivante: 
après avoir fait le tour du centre d'attraction, le point matériel, tout 
en oscillant entre les branches de la parabole u = u., progresse dans 
le sens des valeurs croissantes de v jusqu'à v = v,, puis. dans le mou- 
vement « rétrograde » en v, il parcourt de nouveau un chemin serpen- 
tiforme en se rapprochant du centre d'attraction et fait une boucle, 
et ainsi de suite. 

En plus des trajectoires bornées, il y a dans ce domaine aussi des 
trajectoires non bornées (voir fig. 3.15), ce qui est dü à l’éloignement 
du centre d'attraction: l'effet de l'accélération additionnelle cons- 
tante f devient plus prononcé que celui de l'attraction newtonienne. 


La valeur de | À |/V f devenant plus élevée, les trajectoires bornées 
changent de façon spectaculaire en prenant une allure quasi ellip- 
tique. Ce phénomène s’explique par la petitesse de f devant l'attrac- 
tion newtonienne du centre. Une trajectoire de ce type se laisse décrire 
en grande partie en termes d'éléments osculateurs lentement varia- 
bles (en moyenne) (voir fig. 3.16). 
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Toujours en termes d'éléments osculateurs, on peut dire que le 
demi-vrand axe de l'orbite conserve une dimension à peu près cons- 
tante, tandis que la direction de la ligne des apsides varie. Il est 
remarquable que plus la ligne des apsides s'éloigne de la direction de f 
(de l'axe des x), plus l'excentricité de l'orbite devient grande : ]a trajec- 
toire évolue dans le sens de l’aplatissement. Le point de contact de 


Fig. 3.17. Renversement de marche Fig. 3.18. Renversement de marche 
dans le cas général 


la trajectoire avec la frontière v = v, sur la figure 3.16 se déplace 
suivant ü = &, du côte où la parabole v = v, vient couper la para- 
bole frontière u = u,. Si, pendant ce mouvement, le point matériel 
arrive au point critique indiqué tv = v,,u = u3, sa vitesse s’annule 
et il se met à parcourir lamême trajectoire mais en sens inverse (fig. 3.17). 

Dans le cas général il est peu probable que la trajectoire passe 
par le point critique, mais, même si elle traverse un voisinage de ce 
point, le renversement de marche se produit tout de même (fig. 3.18), 
et la trajectoire commence à évoluer dans l’ordre inverse. Au mou- 
vement direct du point matériel correspond le mouvement direct de la 
ligne des apsides de l’ellipse osculatrice, au mouvement rétrograde du 
point le mouvement rétrograde de la ligne des apsides; quand le demi- 
grand axe s'éloigne de la direction de f, l’excentricité osculatrice de 
l'orbite croît, et vice versa. 
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Le renversement de marche complique notablement la descrip- 
tion du mouvement en termes d'éléments osculateurs, car les élé- 
ments osculateurs changent instantanément [3.6]. 

En pratique, le point mobile n’atteint pas toujours le point de 
renversement de marche, car, à cause de l’aplatissement prononcé 
de sa trajectoire (dû à la 
forte excentricité), il peut 
se rapprocher trop de la 
surface du corps central 
(ce peut être la Terre) et 
finalement heurter cette 
surface [3.6]. Pour les tra- 
jectoires tridimensionnelles 
ce risque est minime ou 
inexistant, vu que le mou- 
vement borné a toujours 
lieu à l'extérieur d'un do- 
maine limité par deux 
paraboloïdes de révolution 
u =u*, v=v*: la Terre 
peut y rentrer tout entière 
et demeurer inaccessible. 

En conclusion, décrivons 
brièvement quelques trajec- 
toires périodiques. Puis- 
qu'on a 7 ,'T, < 1 partout 
dans le domaine IV, ce 
rapport peut aussi être une 
fraction rationnelle, auquel 
cas les trajectoires bornées 
deviennent justement pério- 
diques. L’allure de la trajec- 
toire périodique ne dépend 
pas seulement du rapport 
T,/T, mais aussi de la 
différence des phases initia- 
les u(t) et u(t). 

On voit quelques tra- 
jectoires périodiques sur 
la figure 3.19. Certaines 
ont un caractère purement spéculatif, car elles passent par le centre 
d'attraction. Celles qui passent par le point critique où la 
vitesse devient nulle présentent un intérêt particulier : elles ont la 
forme de boucles ouvertes que le point matériel parcourt tantôt en 
sens direct, tantôt en sens inverse (fig. 3.19, a). La figure 3.19 mon- 
tre les trajectoires pour T,/T, — 1/2. Les trajectoires de type a 


Fig. 3.19. Trajectoires noi LE TiiT,= 
— 1/2 
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ont lieu quand le minimum de v (t) est atteint au méme instant que 
le maximum de w (t): elles sont « en opposition de phase ». Les cas b 
et c correspondent à des déphasages plus ou moins grands, tandis que 
le cas d montre les trajectoires « en phase », le minimum de v (x) et 
de u (t) étant atteint simultanément. La dernière trajectoire passe 
par le centre d'attraction. 

La figure 3.20 représente les trajectoires en concordance et en 
opposition de phase pour T./T, = 1/3. Sur la figure 3.21 sont mon- 


4 


SU 
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Fig. 3.20. Trajectoires Fig. 3.21. Trajectoires périodiques. 7,/T, — 
périodiques. T,/T, = 1/3 = 2/3 


trées les trajectoires pour 7,/T, = 2/3, en phase et en opposition 
de phase (a) et « au quart de phase » (b). 

Tout ce qui précède illustre la richesse de l'information apportée 
par les problèmes intégrables. On peut y rencontrer des trajectoires 
en serpent qui tendent asymptotiquement vers les oscillations sui- 
vant une portion de parabole bornée; des trajectoires « de retour » 
où le point commence « tout à coup » à se mouvoir en sens inverse ; 
des mouvements oscillatoires le long d’un arc de parabole borné ; 
des sauts des éléments osculateurs de l’ellipse en évolution lente et 
le renversement de marche en orbite; le risque de chute du point 
matériel mobile sur le corps central après de nombreuses révolutions 
autour de ce corps; de surprenantes trajectoires périodiques « mous- 
tachues »... On ne s'attendait pas à tous ces effets après une super- 
position de deux mouvements aussi simples que le mouvement dans 
un champ de forces newtonien central et le mouvement dans un 
champ de forces homogène. Mais le fait est là : l'intégration exacte du 
problème nous a dévoilé tout un éventail d'effets insolites et, disons- 
le tout franchement, insoupconnés dans un cas sur deux. 
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5. Quelques mots sur l’influence de la lumière 
sur les spoutniks 


Si le satellite est placé sur une orbite suffisamment haute et s’il 
est de dimensions importantes mais de masse faible, son mouvement 
est très affecté par la pression de radiation solaire. C’est le cas par 
exemple des satellites-ballons américains Echo qui représentent des 
enveloppes gonflées de 30 à 40 mètres de diamètre. 

Les satellites de la famille Echo font chaque jour plusieurs révo- 
Jutions autour de la Terre, et quelques dizaines de révolutions en l’es- 
pace de une à deux semaines. C’est un délai suffisant pour cerner l’é- 
volution à court terme de leur orbite. Or, ce temps est trop court pour 
que le Soleil puisse se déplacer sur la sphère céleste ; on peut donc 
admettre que la pression de radiation sur le satellite reste à peu pres 
constante en direction. D'autre part, la distance au Soleil ne variant 
pratiquement pas, on admet que cette pression est aussi constante en 
intensité. Dans ces conditions l’étude du mouvement du satellite se 
réduit au problème que nous avons défini au commencement du pré- 
sent essai, avec, cependant, une différence non négligeable : le satel- 
lite peut entrer périodiquement dans l’ombre de la Terre où la pression 
de radiation cesse d'agir. 

Le facteur dont nous parlons apporte des modifications tant qua- 
litatives que quantitatives à l'évolution du mouvement du satellite. 
Ces modifications ont été étudiées en détail par Iou. Tchernikov [3.7]. 
M. Lidov [3.8] et d’autres auteurs. Nous nous bornerons donc. en 
utilisant les lois dégagées précédemment, à essayer de comprendre 
les tendances qualitatives de l’évolution de l'orbite d’un satellite 
exposé à la pression de radiation et rentrant périodiquement dans 
l'ombre de la Terre. A cet effet. rappelons-nous ce que nous avions 
dit sur l’évolution des trajectoires bornées (fig. 3.16) et mettons l'’in- 
técrale de la demi-force vive (3.2.2) sous la forme 


— _—jz=h, (3.5.1) 


où a est le demi-wrand axe osculateur de l'orbite. 

L'’accélération f provenant des rayons solaires étant très faible, 
les trajectoires garderont une allure quasi. elliptique. 

Supposons que l’ombre terrestre occupe un volume cylindrique 
et que le mouvement soit plan: dans ces conditions le satellite subit 
une accélération perturbatrice f d'intensité constante dirigée paral- 
lèlement à l’axe des x partout sauf dans la portion de l'orbite où 
z, < x << x: (fig. 3.22). Sur le segment [r;, x.) l'accélération indiquée 
cesse d'agir: on a |f | = 0. Puisque dans le mouvement borné on a 
h< 0, il vient 

= || — fr, (3.5.2) 


90 ENCORE UN VIEUX PROBLÈME QUI REVIENT À LA VIE 


et le mouvement peut être considéré dans le plan x, 1/2a. Sur la 
figure 3.23 on voit la famille de droites (3.5.2) pour f fixé et pour 
différents k. Ayant déjà étudié des trajectoires bornées, nous savons 


Z 


IliTinil 


Fig. 3.22. Traversée de l'ombre de la Terre 


que pour f constant et À 
fixé les valeurs de zx restent 
toujours dans un interval- 
le — x*<x< x*. Le point 
représentatif oscillera donc 
dans le plan x, 1/2a le long 
du segment de la droite 
(3.5.2) limité par —zr* et 
x*, atteignant ses frontières 
de temps en temps; il va 
de soi que l’envergure des 
oscillations sera différente 
en chaque cycle, mais cela 
n’a pas beaucoup d’impor- 
tance pour notre analyse. 
Supposons maintenant 
que, h restant fixé, le mou- 
vement commence en un 
point initial x, et qu'en un 
point x, >0 l'accélération f 


devienne nulle : le satellite entre dans l’ombre de la Terre. À partir 
de cet instant le mouvement dans le plan x, 1/2a se produira suivant 
la droite 1/2a = Cte (fig. 3.24), jusqu'à ce que. en x = x., le satel- 


lite sorte de l’ombre. 


—X° 


x° x 


Fig. 3.23. Interprétation du mouvement dans le plan x, 1/2a 


Considérons le cas représenté sur la figure 3.22. Ici Le point d’en- 
trée dans l’ombre est situé plus près de la Terre que le point de sortie. 
La coordonnée x continue à croître alors après l’entrée dans l’ombre 
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(x > x.) et, ainsi qu'on le voit sur la figure 3.24, après la sortie de 
l'ombre le mouvement passe à un niveau d'énergie | k | plus élevé. 
Cela revient à dire que la longueur du demi-grand axe de l'orbite est 
devenue plus petite en moyenne. 

Ce fait traduit le passage à un nouvel état qualitatif dû à l'effet 
de l'ombre. Si l’accélération agit sans interruptions, la longueur du 
demi-grand axe de l’orbite ne présente que des variations de période 
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Fig. 3.24. Interprétation de l'effet de Fig. 3.25. Interprétation de l'évolu- 
l'ombre tion de la trajectoire 


courte ; au contraire, l'entrée du satellite dans l'ombre et sa sortie 
de l'ombre font naître des variations systématiques (de période lon- 
gue) du demi-grand axe. Un schéma possible des transitions à des 
niveaux d'énergie de plus en plus élevés est montré sur la figure 3.25. 

Remarquons maintenant que le point d'entrée dans l'ombre ne 
peut être plus proche de la Terre que le point de sortie qu'en mouve- 
ment direct (voir figure) : on sait que ce mouvement est accompagné 
par le mouvement direct de la ligne des apsides. Dans le cas présent 
la ligne des apsides s'éloigne de la direction de l'accélération f. 
Dans notre analyse des trajectoires bornées, nous avons vu qu'un 
tel mouvement de la ligne des apsides fait croître l’excentricité. 
Il s'ensuit que l'accroissement de longue période de l’excentricité dû 
à la pression de radiation s'accompagne d'un raccourcissement de 
longue période du demi-grand axe de l'orbite sous l'effet de l'ombre ter- 
restre. Analysant le mouvement rétrograde du satellite, on s'assure 
tout aussi bien que la diminution de l’excentricité s'accompagne 
d'un allongement du demi-grand axe de l'orbite, ce qui permet de 
formuler la loi générale du mouvement d'un satellite de la Terre 
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soumis à l'influence de la pression de radiation et traversant pério- 
diquement l’ombre terrestre : 

La ligne des apsides de l'orbite du satellite de la Terre oscille (avec 
une période prolongée) par rapport à la direction Soleil-Terre. Quand 
le demi-grand axe de l'orbite s'éloigne de cette direction, il devient plus 
court et l’excentricité augmente ; quand le demi-grand axe se rapproche 
de la ligne Soleil-Terre, il devient plus long et l’excentricité diminue. 


Yi 


X 


X 4 


Fig. 3.26. Mise en vitesse du satel- Fig. 3.27. Mise en vitesse du satellite 
lite par des branchements successifs par le renversement périodique du 
de la poussée de sens constant sens de la {poussée 


Cette liaison entre l’excentricité et la longueur du demi-grand axe 
a été découverte par l'Américain J. Meeus qui observait le mou- 
vement des satellites de la famille Echo. L'explication théorique en 
a été fournie par Iou. Tchernikov. Ici nous avons trouvé une ex- 
plication qualitative simple du phénomène. 

Remarquons qu’en principe l'influence de l'ombre peut être telle 
que le demi-grand axe croîtra démesurément, peut-être à l'infini. et 
le satellite partira sans retour dans l’Espace! Théoriquement au 
moins, cela n’est pas exclu: il suffit de considérer le schéma de la 
figure 3.25 et de suivre l’évolution en sens inverse. Une telle évolu- 
tion entraîne le passage à des niveaux d'énergie | À | de plus en plus 
bas, ce qui correspond à l’allongement du demi-grand axe. Seule une 
étude spéciale pourrait indiquer dans quelles conditions l’allonge- 
ment devient infini. Quand les intervalles temporels deviennent pro- 
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longés, on est obligé de prendre en considération aussi le mouvement 
du Soleil. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter les travaux 
de M. Lidov [3.8]. de Iou. Tchernikov [3.7], etc. 

Examinons en conclusion une dernière question. Nous avons déjà 
dit que l'accélération f peut être introduite artificiellement (pous- 
sée ionique ou plasmatique). Cela veut dire qu'on peut la brancher 
et la débrancher à volonté. Les raisonnements développés précédem- 
ment portent à croire qu’on peut, en branchant systématiquement 
une petite poussée additionnelle (ou même en renversant systéma- 
tiquement sou sens), imprimer au satellite un mouvement de plus en 
plus accéléré suivant une orbite en spirale et l’envoyer finalement 
dans l’Espace, au-delà de la zone d'attraction terrestre. Les figu- 
res 3.26 et 3.27 illustrent cette possibilité et montrent les trajectoires 
correspondantes dans le plan x. 1/2a. 


QUATRIÈME ESSAI 


LE MOUVEMENT DES MONDES 


Hi-Han, .e vieux bourriquet gris, tout seul 
dans un coin de bois plein de chardons, 
pensait aux Choses Sérieuses. « Pourquoi ?» 


pensait-il tristement. Et parfois: « Pour 
quelle raison? » Et même: « Que faut-il 
en conclure? » 

A. À. Milne 


Winnie l'ourson 


1. De nouveau le « théorème de Laplace » 
et autres Choses Sérieuses 


Un satellite artificiel gravitant autour de la Terre se trouve ex- 
posé, en plus des autres facteurs, à l'attraction de la Lune et du 
Soleil. L'effet de ces perturbations sur l’orbite du satellite est plutôt 
étonnant, voire inattendu... Mais n’anticipons pas: depuis deux cen- 
taines d’années, la mécanique céleste ne fait rien d’autre qu'’étudier 
le mouvement des astres sous l’action des attractions mutuelles. 
Le problème du mouvement d’un satellite de la Terre peut être con- 
sidéré comme un cas particulier du « problème de n corps » cher aux 
classiques de la mécanique céleste qui en savent long. 

La situation classique étudiée en mécanique céleste est celle où 
la masse d’un corps (c’est le Soleil!) est très supérieure à celle des 
autres corps qui s’attirent les uns les autres ; on peut donc admettre 
en première approximation que tous les corps (les planètes) se dé- 
placent autour du Soleil suivant les orbites képlériennes. La question 
est de savoir comment évoluent ces orbites sous l’effet des attractions 
mutuelles des planètes. Mais la question cruciale, elle, est: notre 
système solaire gardera-t-il éternellement sa configuration d’aujour- 
d'hui? Autrement dit, le système solaire est-il stable? Les mouve- 
ments actuels des planètes ne changeront-ils pas ? les astres ne quitte- 
ront-ils pas « leurs circuits »? ne tomberont-ils pas les uns sur les 
autres et sur le Soleil ? Et finalement, ne quitteront-ils pas le systè- 
me solaire maternel pour s’envoler dans l'infini ? 

Nous ne parlons de la stabilité (ou de l'instabilité) que sous l’ac- 
tion des attractions newtoniennes réciproques des planètes. Celles-ci 
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sont assimilées à des points matériels doués de masses égales aux 
masses réelles des planètes, comme dans le classique « problème de » 
COrPS ». 

Soit donc un système de 7 + 1 points M, (s =: 0, 1, 2, ..., n). 
de masses m,, qui s’attirent les uns les autres suivant la loi deNew- 
ton. Supposons que la masse m, soit très grande devant toutes les 
autres prises ensemble. Dans le système solaire, m, représente la 
masse du Soleil ; dans le système de trois corps constitué par la Terre, 
par la Lune et par le satellite artificiel, m, est la masse de la Terre. 

Pour simplifier les choses, nous ne parlerons, dans le texte qui 
suit, que du système planètes-Soleil (à moins d'indication contraire). 

L'hypothèse admise n’affecte aucunement la précision des équa- 
tions du mouvement mais permet de séparer, dans ces équations, la 
partie principale et les perturbations. 

En prenant M, comme origine du système de coordonnées carté- 
siennes, les équations du mouvement d’un i-ième point (de coordon- 
nées z;, Yi, Zi) seront [4.1] 


_ RL Pt (4.1.1) 


#6 _— _— n 
Î Ôz; ? l oO; ? ë OZ; ? 


U,= mm) Lys 


T3 


n 
: L Ti j + YiYj ii 
+ En J 
lu Pa À e rénaees mme | 
J=1 


L'apostrophe affectant le signe de la somme veut dire qu'on saute le 
terme pour lequel j =i; r; —ŸV x$ + y? + z5 estla distance del’i-ième 
point au point M,; À;; — V' Gi — 2) + Qi — y + Ci — 2 
la distance entre l’i-ième et le j-ième points. S'il n’y avait que 
deux points M, et M;,le point Àf, se déplacerait par rapport 


à M, suivant l'orbite képlérienne qui correspond à la fonction 


de forces U, mie Or, la présence des autres points per- 


& 
turbe le mouvement du point W;. Ces perturbations sont décrites par 
la partie perturbatrice U° de la fonction de forces U;. Nous garde- 
rons pour la suite l'expression (4.1.2) de U?, mais à présent nous fe- 
rons quelques transformations importantes. 

Pour mettre les équations du mouvement perturbé des planètes 
sous la forme canonique, commode pour l’analyse, onest obligé d’in- 
troduire un système de coordonnées particulier pour l'étude de cha- 
que planète M,[4.1], à savoir: un système de coordonnées carté- 
siennes rectangulaires x,, y,. z; ayant son origine au centre de masse 
Gs_ des points M,, M,, .... M,_, et conservant les directions in- 
changées des axes. Dans les équations du mouvement interviennent 
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alors les « masses réduites » : 


Sn ve 
Mo Mit ce. Men + Ms 


Dans l'hypothèse de la prédominance de la masse m,, 


(4.1.3) 


s 
mo > > m;;, 
i=!i 


on a bien évidemment m, Æ m,. Dans le système solaire tous les 
points G.-, se trouvent à l'intérieur du Soleil, à proximité du centre. 
Le centre de masse du système Lune-Terre se trouve à l’intérieur de 
la Terre; le rapport de la masse de la Lune m, à celle de la Terre 
mr est mumrr & 1'81. 

Considérons la fonction de forces complète L/ du système de points 
Ms Mis 2e NS 


_—— mm sM j 
One (4.1.4) 
«ji 
[ci À,; sont les distances entre les points pris deux à deux. Dans 


les nouvelles coordonnées x}, y;, 3: la fonction de forces (4.1.4) se 
laisse mettre sous la forme 


CU=f} SE +, (4.1.5) 
j=i u 


où 
ri=Vzf+y+z (ri = A). 


La fonction perturbatrice U” dans (4.1.5) a bien sûr une autre forme 
que la fonction perturbatrice U}f dans (4.1.2), à cause d’un nouveau 
système de coordonnées (et aussi parce que Ü? se rapporte à un point 
isolé et l/” au système tout entier). 

Nous n’écrirons pas explicitement l'expression de U”, car nous 
n'’aurons besoin, dans la suite, que de quelques propriétés générales 
de cette fonction. Elle est du second ordre de petitesse par rapport aux 
masses perturbatrices [4.1]. Si on la supprime dans (4.1.5), il se 
trouve que les équations du mouvement d'un point M, ne dépendent 
des coordonnées d’aucun point W,, j 5, et le point M, suivra une 
orbite képlérienne qu’on peut définir par rapport au système de coor- 
données x;, y,, z,; en introduisant les éléments 


Ps: Es Os) s; L: Ts: (4.1.6) 


avec i, l’inclinaison du plan de l'orbite sur le plan z;. y:. les autres 
‘éléments étant définis comme dans le premier essai. 
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Or, étant donne l'interaction des masses, la fonction perturbatrice 

U” agit sur les éléments osculateurs (4.1.6) en les faisant varier. 
Considérant le mouvement perturbé en termes d'éléments (4.1.6), 
on se rend compte qu'ils diffèrent de leurs valeurs constantes non 
perturbées. Pour analyser ces variations, il est commode d’introduire 
les éléments de Delaunay comme nous l’avons fait dans le premier 
essai : 

L,= Vues, l,=ns(t—7T,), 

G,= V ua, (1 — ei), Es = D, (4.1.7) 

H,=V ua, (1—es) COS, h,=— Sès- 


Iciu, = f (m, + m,), où m, est définil par (4.1.3); le moyen mou- 
vement est r, = Vu;/a, et le demi-grand axe 


a,= Ps, (4.1.8) 


1—e 


Introduisons la fonction de Hamilton 
n ä 
F— 2 rt U”, (4.1.9) 


en supposant naturellement que U” soit écrit au moyen des élé- 
ments de Delaunay. Ceci fait, les équations du mouvement perturbé 
se mettent sous forme canonique: 


dLs _ 0F dG; _ ôF dH, _ ÔF 

dt ls ? dt  dgs ? dt  ôh,? 

Us OF, dés ___0F. dhs____9F, ? (4110) 
dt ôLs ? dt 0Gs ? dt 0H, 


G=1;::2, 53450); 


Ces équations du mouvement sont exactes ; il leur correspond donc 
des intégrales premières exactes. On sait que le problème du mouve- 
ment d’un système de x points qui s’attirent admet dix intégrales 
premières classiques. Puisque toutes les forces du système peuvent 
être considérées comme intérieures, la quantité de mouvement du 
système reste inchangée, ce qui nous donne trois intégrales premières 
en composantes suivant les axes de coordonnées; le centre de masse 
du système est animé d'un mouvement rectiligne et uniforme, d’où 
trois autres intégrales; le moment cinétique du système reste in- 
changé, encore trois intégrales en composantes suivant les axes de 
coordonnées; la dixième intégrale est enfin celle de la demi-force 
vive. 

Les intégrales relatives au mouvement du centre de masse du 
système n’ont que peu d'intérêt ; au contraire, les quatre intégrales 
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premières qui restent peuvent donner une information substantielle 
sur le mouvement. En particulier, on en dégage le résultat suivant : 
pour que les mouvements soient bornés, il faut (mais il ne suffit pas!) 
que la constante de l'énergie soit négative (ce que nous supposerons 
partout dans la suite). On trouve une démonstration bien simple de 
ce résultat par exemple dans le livre de G. Doubochine 14.1]; le lec- 
teur aura remarqué que nous faisons un large usage de ce livre dans 
nos essais. 

Des trois intégrales qui définissent la conservation du moment 
cinétique, nous en retiendrons une et nous l’écrirons au moyen de 
nos variables. Elle se présente comme suit: 

n 


> miV up, cos i,=c. (4.1.11) 


Rappelons que (4.1.11) est une intégrale exacte des équations du 
mouvement ! 

Remarquons ensuite, — par analogie au premier essai, que 
F est une fonction périodique de !, et développons F en une série de 


Fourier n-uple: 
F=F+ > api, .... kn COS (Ai + ...Lklh) + 
+ du, .., Àn sin (ils +.. + knl), (4.1.12) 


Ris ... 9 Rh 


ou 
; 2: 2x 
Fe | | Fat, dl (4.113) 
0 0 


et les coefficients Ah. ka bx... .okn dans (4.1.12) dépendent de 


tous les éléments (en général) sauf l,. Notons que dans tous les ter- 
mes sous le signe somme, il y a au moins un #, non nul. Supposons 
qu'aucune famille de nombres entiers (positifs ou négatifs) 


ka ke. (4.1.14) 


ne vérifie la condition de résonance 


Ÿ =, kan = 0. 


Autrement dit, on a 
. Ans 0 (4.1.15) 


pour tous les nombres (4.1.14). On peut alors déduire les équations 
de la première approximation (au sens des méthodes asymptotiques) 
en mettant en moyenne les seconds membres des équations (4.1.10) 
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ou, ce qui revient au même, la fonction de Hamilton (4.1.12) suivant 
chaque variable !, de façon indépendante. En fait, cela revient 
à remplacer la fonction de Hamilton (4.1.9) par sa valeur moyenne 
(4.1.13) et à porter cette dernière dans les équations (4.1.10). Puisque 
F ne dépend plus de !, (grâce à la mise en moyenne suivant les /,), 
il ressort de (4.1.10) que dL,.;dt = 0 (parce que 9F'6l, = 0); de la 
définition de L, (4.1.7) on déduit alors que les demi-grands axes de 
toutes les orbites ont une longueur constante, 


a, = Cte. (4.116) 


Ce résultat est résumé par un théorème dit « théorème de Lapla- 
ce », selon lequel les demi-grands axes des orbites du système solaire 
sont « invariables » (n’ont pas de perturbations séculaires). D'une 
façon générale, cette conclusion n’est valable que dans un intervalle 
temporel borné, car la première approximation des méthodes asymp- 
totiques ne « joue » que sur un intervalle borné. Plus exactement, 
on peut affirmer que | a, — a,, | — e sur t = 1/e, où € est petit de 
l'ordre des perturbations et a, sont les valeurs initiales des demi- 
grands axes. 

Les estimations exactes sont difficiles à établir ; or, elles seules 
peuvent répondre à la question posée au début : le système en question 
est-il stable dans un intervalle de temps indéfiniment long? Nous 
y reviendrons encore, cette question étant la clé de voûte du présent 
essai. En attendant, voyons autre chose: la condition (4.1.16) étant 
vérifiée, « que faut-il en conclure » comme disait l'ami Hi-Han? 

Introduisons la notation 


ñn 


D mVusa,=0p (4.117) 
et retranchons (4.1.11) de (4.1.17). Compte tenu de (4.1.8), il vient 
pa miV usa, (4—V 1— ei cos L)=p—0c, 

s=1 
ou 
= , n sin” is ei cos? le — | 
2 mV bas AT T ee PPT OR (4.1.18) 


Or, si (4.1.16) a lieu, alors @ — c = c, est une nouvelle constan- 
te égale à la valeur du premier membre de l'égalité (4.1. 1S) à l'instant 
initial. Puisque chaque terme de la somme du premier mem 
de (4.1.18) est positif, on a c, >> 0 et chaque terme de la som & où 
plus petit que c,. D'où la majoration ee : 

sin° is + ei cos* ês Co ( 
14 V1—e costs  miVhias “ 


7e 


400 LE MOUVEMENT DES MONDES 


Le fait que a, ne soit pas constant mais peu different d'une cons- 
tante ([a, — a, | — €) ne contredit pas la majoration (4.1.19): 
elle reste valable aussi en tenant compte de ce caractère de a.. 

Si les valeurs initiales e,,, i,0 Sont très petites, la constante c, 
est très petite elle aussi. Il ressort alors de (4.1.19) que les quantités 
es à, restent petites sur tout l'intervalle de temps considéré. On peut 
en déduire le « théorème de Laplace sur la stabilité du système 
solaire » : 

Supposons que les planètes tournent autour du Soleil dans la même 
direction suivant des orbites sensiblement circulaires peu inclinées les 
unes sur les autres; soient les moyens mouvements des planètes incom- 
mensurables. Alors, à l'expiration d'un temps suffisamment long, les 
demi-grands axes des orbites conserveront une longueur proche de leur 
longueur initiale et les orbites resteront sensiblement circulaires et 
peu inclinées les unes sur les autres. 

Ce théorème est un résultat remarquable de la mécanique céleste 
classique. En effet, les planètes du système solaire gravitent sur 
des orbites presque circulaires et situées à peu près dans le même 
plan. A en croire le « théorème de Laplace », il en sera ainsi suffi- 
samment longtemps. La collision n'est pas pour demain. 

Notons que si à l'instant initial toutes les orbites sont circulai- 
res et situées dans le même plan, on a c, = 0, et de (4.1.19) il 
ressort que toutes les orbites resteront circulaires et coplanaires. 
Un système circulaire plan n’évolue pas. 

Seulement ce n’est pas pour rien que nous avons mis entre guille- 
mets le « théorème de Laplace sur la stabilité du système ». Quelle 
est cette stabilité qui risque de sauter après-demain! (Ou dans un 
siècle, peu importe!) Ce qui nous intéresse, c’est la stabilité au sens 
classique, une stabilité ad vitam aeternam! Le « théorème de Lapla- 
ce » reste-t-il vrai au bout d'un temps infini? La réponse à cette 
question poignante a été apportée assez récemment, en premier lieu 
grâce aux travaux du mathématicien soviétique V. Arnold. Nous en 
parlerons un peu plus tard. Et maintenant, avant de terminer le n°, 
décrivons le caractère du mouvement perturbé d’un système de pla- 
nètes. Pour le faire, on doit ajouter quelques données aux résultats 
qui figurent dans le « théorème de Laplace ». 

Soit e, vecteur laplacien d'une k-ième planète, porté par le demi- 
erand axe de l'orbite, orienté vers le périhélie et proportionnel en 
module à l'excentricité de l’orbite: 


le, | =) mare. 


L'analyse du mouvement perturbé montre alors que 


En = 4 Chi 
i=1 
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où chaque vecteur e;; est animé d’une rotation uniforme avec la 
fréquence vi. 
Les valeurs des v: sont très faibles, et par conséquent, les péri- 


hélies de toutes les orbites se déplacent lentement mais inexorable- 
ment (séculairement) dans les plans de leurs orbites ; leur mouvement 


est défini par une famille de n fréquences v; de telle façon que le vec- 
teur laplacien de chaque orbite soit la somme de #7 vecteurs tournant 


uniformément avec les fréquences v°. Par ailleurs, le plan de l'orbite 
est incliné à l’angle i, sur le plan de coordonnées principal ; la trace 
de l'intersection de ces plans s'appelle ligne des nœuds. La variation 
séculaire de ces grandeurs est décrite par un vecteur i, dirigé suivant 


. F CV eur na . 
la ligne des nœuds et tel que | ix | = ÿ m£azi,. Ce vecteur est aussi 
la somme de vecteurs qui tournent uniformément avec les fréquen- 


ces v?, mais ces vecteurs sont déjà au nombre de nr — 1. 

Tel est grosso modo le mouvement perturbé d’un système de n 
planètes gravitant autour d’un corps central massif (le Soleil). Les 
planètes suivent toujours des orbites faiblement elliptiques et peu 
inclinées, conservant les longueurs de leurs demi-grands axes; les 
plans des orbites précessionnent de façon séculaire, de même que les 
orbites elles-mêmes dans leurs plans, les vitesses des précessions 
étant définies par la superposition des rotations uniformes décrite 
plus haut. Un tel mouvement des planètes s'appelle mouvement 
lagrangien. 


2. Laissons tomber la Lune sur la Terre 


Les effets les plus surprenants ont été découverts en mécanique 
du vol spatial en analysant le problème des trois corps et de plu- 
sieurs corps qui s’attirent deux à deux. 

En mécanique céleste classique, les études du mouvement des 
planètes et d’autres corps du système solaire avaient un caractère 
essentiellement utilitaire: elles portaient sur des orbites presque 
coplanaires et sensiblement circulaires. Une telle approche était bien 
sûr justifiée par les besoins de la pratique astronomique. Le théorème 
de Laplace reflète précisément cette approche. La plupart des cher- 
cheurs en mécanique céleste classique n’ont pas manifesté beaucoup 
d’intérêt pour les orbites «exotiques », c'est-à-dire fortement inclinées 
et elliptiques. C’est le lancement des premiers appareils spatiaux 
qui a marqué un regain d'intérêt pour les études qui n’imposaient 
aucune restriction à la forme et à la position de l'orbite. 

Considérons par exemple le problème du mouvement d'un satelli- 
te artificiel entaché par des perturbations dues à l'influence de la 
Lune. En fait, il s’agit d’un problème des trois corps: la Terre, la 
Lune, le satellite artificiel. La masse de ce dernier étant négligeable 
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devant celle de la Terre et de la Lune. il est logique d'admettre que le 
satellite artificiel n'attire absolument pas la Terre ni la Lune. 
De ce fait, la Terre et la Lune, assimilées à des points matériels, gra- 
vitent suivant des orbites képlériennes non perturbées par rapport 
à leur centre de masse commun. Tout revient à savoir de quelle fa- 
çon l'orbite du satellite est perturbée par la Lune lors de son mouve- 
ment circumterrestre : ainsi posé, le problème est dit restreint. Si le 
satellite reste raisonnablement éloigné de la Lune, son mouvement 
n’est presque pas perturbé, si bien qu'on peut appliquer les résultats 
obtenus dans le n° précédent. En particulier, le demi-grand axe de 
l'orbite du satellite reste inchangé en moyenne, 


a = Cte. (4.2.1) 


Considérons à présent l'intégrale des aires (4.1.11) qui ne garde 
en l'occurrence que deux termes de la somme, afin de tenir compte 
des éléments de l'orbite de la Lune et de celle du satellite. Or, la Lune 
suit une trajectoire non perturbée, si bien que ses éléments pr, cos iL 
ne changent pas. L'intégrale (4.1.11) ne porte donc que sur les 
éléments du satellite: 


V p cos i= Cte. (4.2.2) 


Elevant (4.2.2) au carré et tenant compte de (4.2.1) (et aussi de 
4.1.8)), on obtient 


({ — e?) cos i = c, (4.2.3) 


où la constante c dépend des valeurs initiales e,, cos à, de l’orbite du 
satellite. Remarquons que l’angle i peut être considéré ici comme 
l'inclinaison du plan de l'orbite du satellite sur le plan de l'orbite 
lunaire. 

On conçoit que le mouvement mis en moyenne doit admettre, en 
plus de l'intégrale (4.2.3), aussi l'intégrale 


F = Cte = h. (4.2.4) 


où Fest défini par (4.1.13). Cette dernière intégrale se laisse mettre, 
dans le cas considéré, sous la forme 


e? (<—sin wo sin? i) 15; (4.2.5) 


Après avoir éliminé e° au moyen de (4.2.3). l'intégrale (4.2.5) 
devient 
COS? i (2— 5h) —2c 


Sos 
ie @ (1— cos" i) (cos* i—c) * 


(4.2.6) 


La formule (4.2.6) permet de définir aisément les valeurs de sin*w 
en fonction de cos*i pour des valeurs fixées de c et pour différentes 
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0 1 cos? ; 
c) 


Fig. 4.1. Courbes intégrales des équations d'évolution 


valeurs de h,. Les allures possibles de ces fonctions sont schématique- 
ment montrées sur les figures 4.1, a et 4.1, b. Le point représentatif 
sur le plan (sin’w, cos*i) parcourt entièrement la courbe intégrale 
donnée en oscillant, avec une période prolongée, le long de cette 
courbe entre les valeurs limites possibles des variables. On comprend 
donc que la longitude du périgée w peut changer de façon monotone 
mais aussi varier entre certaines limites (remarquons qu'il existe 
une orbite stationnaire w = Cte, i = Cte et donc e = Cte). En ce qui 
concerne l'angle i, sa valeur oscille toujours entre deux valeurs 
extrèmes. 

Etudions maintenant l'allure des courbes intégrales (4.2.3) sur 
le plan (1 — e*, cos°i) pour différentes valeurs de la constante c 
(c’est-à-dire pour différentes valeurs initiales e,, i,). Ce cas est repré- 
senté sur la figure 4.1, c. L'ensemble de définition des variables est 
0< 1 — e<1, 0 cos'i< 1. Les courbes (4.2.3) sont des hyper- 
boles équilatères par rapport aux variables 1 — e*, cos‘i. Avec 
l’évolution de l'orbite du satellite, son excentricité e et son inclinai- 
son à varient de telle façon que le point représentatif sur le plan 
(4 — e°, cos’i) oscille sur l’hyperbole qui correspond à la valeur de 
la constante 


C = Co = (1 — ei) cos* à. 
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L'analyse des équations d'évolution et de l'intégrale (4.2.6) 
montre qu'en mouvement réel le point ne parcourt pas la courbe 
intégrale (4.2.3) tout entière mais seulement un arc limité de la cour- 
be. Les limites des oscillations du point représentatif sur la figu- 
re 4.1, c dépendent de la valeur de la constante À dans l’intégrale 
(4.2.4), mais elles peuvent être suffisamment larges, auquel cas le 
point représentatif parcourt presque toute la courbe intégrale 
(4.2.3). Sur la figure 4.1, c les limites des oscillations sont indiquées 
par des ronds, et la portion du mouvement réel par un trait fort. 

L'angle supérieur de droite sur la figure 4.1, c correspond aux 
orbites peu inclinées (i Æ 0) et faiblement elliptiques (e Æ 0). Nous 
voyons que si, à l’origine, l'orbite est presque circulaire (e, Æ Ü) 
et peu inclinée sur le plan de l'orbite du corps perturbateur (i, Æ Ü), 
les variations de e et de à resteront petites; l'orbite est stable et. 
reste toujours sensiblement circulaire et peu inclinée, en plein 
accord avec le théorème de Laplace Go 1 sur la figure 4.1, c). 
En particulier, l'orbite circulaire plane (e, = 0, i, = 0) restera 
circulaire et plane. D'autre part, comme le montrent les intégrales 
(4.2.3) et (4.2.5), une orbite plane (i = 0) conserve son excentricité- 
initiale, quelle que soit cette dernière (e — e,). (Il en est bien sûr 
tout autrement quand il s’agit d'un problème plan de plusieurs 
corps.) 

Si l’inclinaison initiale est proche de x/2, l'évolution du mouve- 
ment se présente tout à fait autrement. Mème si l'orbite initiale- 
est circulaire, elle tend à s’allonger très fortement (l'excentricité- 
tend vers une valeur proche de 1), si bien que (14 — e*)— e — 0. On 
le voit en examinant la courbe 2 sur la figure 4.1, c. Or, si le demi- 
grand axe reste inchangé, l’accroissement de l’excentricité ne peut. 
avoir d'autre effet qu’un aplatissement prononcé de l'orbite. La: 
figure 4.2 montre deux orbites des satellites artificiels de la Terre- 
qui ont le même demi-grand axe mais des excentricités différentes. 
On comprend qu'au cours de son évolution l'orbite du satellite peut 
devenir tellement étroite qu'elle rencontrera la surface du globe- 
terrestre. Au bout de quelques révolutions (ou de quelques dizaines 
de révolutions) le satellite risque de tomber sur la Terre rien que: 
sous l'effet de l’attraction lunaire! 

La mécanique céleste classique et les recherches ultérieurs 
(N. Moïsséev [4.2]) faisaient déjà état de cette éventualité. Mais il 
a fallu attendre le lancement des premiers spoutniks pour que 
l'analyse de l’évolution des orbites « exotiques » suscite l'intérêt de 
nombreux chercheurs. 

M. Lidov a effectué un cycle d’études dans ce domaine. I] a établi 
par exemple les « durées de vie » des satellites en orbite fortement 
inclinée et fait une analyse détaillée du mouvement perturbé. On 
lui doit en outre un résultat (14.3, 4.4]) qu'on peut qualifier de per-- 
cutant. 
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Considérons un système de trois corps constitué par le Soleil, la 
Terre et la Lune. On sait que l'orbite circumterrestre de la Lune est 
contenue à peu près exactement dans le plan de l'orbite circumsolai- 
re de la Terre (plan de l’écliptique). On se demande ce qui arrive 
si, sans changer l'orbite de la Lune en elle-même, on la faisait tour- 
ner de 90° de telle façon qu’elle devienne normale au plan de l'orbite 
de la Terre? 

Le lecteur pressent déjà la réponse: la Lune va tomber sur la 
Terre! Et sans tarder. M. Lidov a fait un calcul très précis par 


Fig. 4.2. Deux orbites à excentricités différentes 


intégration numérique des équations du mouvement sur un ordina- 
teur puissant. Les résultats de ce calcul sont illustrés sur la figu- 
re 4.3. On y voit les longueurs du demi-grand axe a et les distan- 
-ces r, du périgée de l'orbite au centre de la Terre en fonction du 
nombre des révolutions de la « Lune polaire » autour de la Terre. 
‘On remarque que si le demi-grand axe a reste constant comme prévu, 
r. décroît en revanche irrésistiblement et, au bout de 55 révolutions 
tout au plus, devient plus petit que le rayon de la Terre! Autrement 
dit, si la Lune avait une telle orbite, elle ne durerait que quelques 
quatre ans et demi! (Il est instructif d'examiner la valeur estimée 
de la durée de vie d’une telle Lune, déduite par M. Lidov par la 
méthode de la moyenne: 52 révolutions. En la comparant avec la 
valeur exacte de la durée de vie on se rend compte que la méthode 
de la moyenne est capable non seulement de donner des résultats 
qualitatifs fidèles mais aussi de procurer des estimations quantita- 
tives proches de la réalité.) 

La découverte de la possibilité de la chute des satellites sur le 
corps central sous l'action des seules forces gravitationnelles est 
Sans conteste une des découvertes les plus spectaculaires de la 
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mécanique. Même apres que les premiers spoutniks ont été lancés, 
les chercheurs ne se rendaient pas compte très nettement de cette 
éventualité, ou ne s’en rendaient pas compte du tout. Déjà le Lunik 
photographiait la face cachée de la Lune quand un scientifique de 
renom a déclaré au cours d’une conférence publique (l’auteurétait 
dans la salle) que le Lunik resterait éternellement sur son orbite, 
car le périgée est élevé et le mouvement n'est pas freiné par l’atmos- 
phère. La chute du Zunik—inévitable — s’est produite quelques 


Fig. 4.3. Evolution des elém:nts de la « Lune polaire » 


jours plus tard : son orbite était inclinée à environ 90° sur le plan 
de l’écliptique... Bientôt les travaux de M. Lidov [4.3, 4.4] ont 
vu le jour. Ils contenaient une analyse de l'évolution du mouvement 
des corps qui s’attirent mutuellement et, en particulier, le « phé- 
nomène de chute » d’un corps sur la Terre. Ces travaux ont suscité 
un vif intérèt. 

Après tout ce qui précède, on comprend que la coplanarité appro- 
ximative de la plupart des planètes du système solaire et de leurs 
satellites n'est pas un fait du hasard: s’il y avait eu des corps sur 
orbites fortement inclinées, ils scraient tombés depuis belle lurette 
sur le Soleil... 

Il est vrai que certains satellites d l'ranus gravitent sur des 
orbites fortement inclinés sur l’écliptique. Or, M. Lidov a mon- 
tré 14.3] que les perturbations causées par le caractère non central du 
champ gravitationnel d'Uranus (c'est-à-dire par sa forme compri- 
mée) compensent d'une façon stable les perturbations provoquées par 
l'attraction des autres corps. C'est donc la forme aplatie de la pla- 
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nète Uranus qui a empêché la perte de ses satellites. Le fait même 
de l'existence des satellites sur des orbites stables normales au plan 
de l’écliptique permet d'estimer la non-rotondité de la planète 
centrale. Pour les autres planètes les perturbations dues à l’aplatisse- 
ment ne sont pas suffisamment grandes devant les perturbations qui 
proviennent des corps extérieures pour s'opposer à la chute des 
satellites non écliptiques sur le corps central. 

Après avoir vu qu'une Lune gravitant sur une orbite posée « de 
champ » risque de tomber sur la Terre, le lecteur se sent peut-être 
pris d'angoisse en pensant à ce qui pourrait arriver à notre chère 
Lune réelle. Il n'y a pas de quoi se faire du mauvais sang : la Lune 
restera éternellement dans le ciel, aussi sereine qu'auparavant. Cette 
conclusion découle à peu près exactement du « théorème de Laplace» 
et avec toute la rigueur scientifique des travaux de V. Arnold dont 
nous parlerons plus tard. 

I] convient de noter toutefois que nous avons parlé jusque-là 
de l'attraction des « masses ponctuelles » ; or, il y a dans la nature 
d’autres forces. Par exemple, les forces dites « des marées », causées 
par les grandes dimensions et la rigidité insuffisante des planètes, 
sont capables de les faire tourner plus vite sur leurs orbites ou 
de les ralentir, ce qui a pour effet un changement de la forme de 
l'orbite. Compte tenu des effets des marées, la conclusion sur la 
stabilité de l'orbite de la Lune perd légèrement sa force persuasive. 
Cette circonstance est décrite avec force détails et beaucoup d’imagi- 
nation dans le livre de V. Diomine Destin du système solaire [4.5]. 
Quant aux spoutniks, les effets des marées ne sont pas très pronon- 
cés, et nous n’en parlerons plus. 


3. Domaine du mouvement faiblement perturbé 


L'analyse précédente et les conclusions sur l’évolution du mouve- 
ment ne sont bien sûr applicables qu'au mouvement képlérien faible- 
ment perturbé. Si, au cours de l’évolution, un spoutnik se rapproche 
trop de la Lune, les perturbations causées par cette dernière devien- 
dront si importantes que l'orbite sera « cassée », et les équations 
d'évolution (c'est-à-dire les équations mises en moyenne) cesseront 
d’être vraies. Toutes les conclusions précédentes sont donc vraies 
à condition que le satellite ne tombe pas dans un voisinage du corps 
perturbateur. Cette condition est vérifiée par exemple par toutes 
les orbites « intérieures » (le satellite artificiel de la Terre est suffi- 
samment « enfoncé » à l’intérieur de l'orbite lunaire) ou par les orbi- 
tes extérieures stables (l'orbite du satellite enferme celle de la Lune): 
une orbite extérieure instable peut conduire ou ne pas conduire Île 
satellite au voisinage dangereux de la Lune. Or, pour les orbites 
extérieures, c’est l'influence perturbatrice du Soleil qui prédomine. 
L'existence d'orbites extérieures stables est un argument en faveur 
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de l'existence des systèmes planétaires stables autour des étoiles 
binaires dont nous avons parlé dans le premier essai. 

Précisons la notion de « voisinage dangereux » du corps perturba- 
teur, c’est-à-dire du domaine dans lequel le satellite ne doit pas péné- 
trer, au risque de voir les équations d'évolution tomber en défaut. 

Considérons un système (fig. 4.4) de points matériels de masses 
mo (la Terre), m, (la Lune), m, (le spoutnik). A la fonction de forces 


Fig. 4.4. Système de trois points de masses ms, M, Mae 


(4.1.2) correspondent alors une accélération principale a, de m. 
causée par l’attraction de la Terre et une accélération perturbatri- 
ce f, due à l'attraction de la Lune: 


m m = 
a = —f ro Éo—=/fm; (5-7) « (4.3.1) 
Ici r, est le rayon vecteur géocentrique du spoutnik, r, son rayon 
vecteur sélénocentrique, / la distance de la Lune à la Terre. On peut 
cependant considérer le même mouvement du spoutnik par rapport 
à la Lune, sous l’action d'une accélération principale a, et d’une 
accélération perturbatrice f,: 


2 — r., = fmo | 1 ——). (4.3.2) 


Si la quantité 


(4.3.3) 


est suffisamment petite, le mouvement est voisin d’un mouvement 


képlérien non perturbé autour de la Terre. Au contraire. si la quan- 
tité 


(4.3.4) 
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est suffisamment petite, le mouvement est voisin d’un mouvement 
képlérien non perturbé au voisinage de la Lune. Plus le rapport 


e= << (4.3.5) 


est petit, plus le mouvement est proche d’un mouvement képlérien 
autour de la Terre. En effet, si la quantité €, diminue, la quantité €, 
commence à croître et le mouvement devient de plus en plus proche 
d'un mouvement autour de la Terre et de plus en plus différent 
d’un mouvement autour de la Lune. Une telle variation de e&, et 
de €, a pour effet une diminution de &. 

Considérons à présent la surface de & — Cte. Elle doit partager 
l’espace en domaines « permis » et « interdit » pour les équations 
d'évolution; le domaine « interdit » doit couvrir le voisinage de la 
Lune, tandis que dans le domaine « permis » les équations d’évolu- 
tion décrivent le mouvement (conformément aux principes généraux 
des méthodes asymptotiques) avec une précision d'ordre € sur un 
intervalle de temps d'ordre 1/e. Une telle surface sera appelée 
e-surface. 

Elevons (4.3.5) au carré et. après quelques transformations bien 
simples, en négligeant la masse m. qui est infime devant m, et m,, 
nous obtiendrons 


1 1 2 
à | | 1 | 2 (Ir, cos À —[®) 


où À est l’angle entre les directions Lune-Terre et Lune-spoutnik 
(fig. 4.4) et 
rÿ =l2+ ri —92r,l cos À. (4.3.7) 


Les formules (4.3.6),. (4.3.7) définissent une e-surface r, (À). 

La formule (4.3.6) est compliquée mais peut facilement être 
simplifiée. Il est logique de supposer que l’e-surface délimite autour 
de la Lune un domaine restreint (par rapport à la distance Lune- 
Terre), si bien que r,/l est petit. Réduisons (4.3.6) au même dénomina- 
teur et faisons le développement suivant les puissances de r,/l. Seuls 
seront retenus les termes de plus bas degré en r,/{. Il vient 


= (=) = (=)" (1-3 cos? À). (4.3.8) 


E \ nm 


C’est une surface de révolution qui ressemble beaucoup à une sphè- 
re. En effet, pour cos À=0on ar, —=ri"”" et pour cos’ = 1 on 
a Fr] = re, le rapport de la plus grande dimension r?*% de la surface 


à sa plus petite dimension r{" étant V2 & 1,15. On prend donc 


DOMAINE DU MOUVEMENT FAIBLEMENT PERTURHE 11f 


pour l’e-surface la sphère 


r=1| —e }"+= (4.3.9) 


Si donc la trajectoire du spoutnik ne pénètre jamais, au cours de 
son évolution, dans le voisinage de la Lune défini par la sphère (4.3.9), 
nos équations d'évolution (mises en moyenne) fourniront une solution 
qui ne différera de la solution exacte que d’une quantité d'ordre €, 
et de surcroît sur un intervalle de temps nettement prolongé (en gé- 
néral d'ordre 1/e *)). 

Pour e& — 1 l’équation (4.3.9) définit une sphère largement utili- 
sée en mécanique du vol spatial, dite sphère d'influence [4.6]. Si le 
spoutnik est tombé dans la sphère d'influence lunaire, on doit le 
considérer déjà comme un satellite de la Lune (tant qu'il reste dans 
sa sphère). Une fois sorti de la sphère de la Lune, le spoutnik peut 
de nouveau être considéré comme un satellite de la Terre. 

Nous ne parlons du système Lune-Terre que pour fixer les idées. 
En réalité, on peut examiner aussi d'autres systèmes, par exemple 
le système Terre-Soleil. Alors la formule (4.3.9) définira l’e-sphère 
e la sphère d'influence pour & — 1) de la Terre par rapport au 

oleil. On voit dans le tableau ci-après les rayons r, des e-sphères 
et des sphères d'influence de la Lune (par rapport à la Terre) et de la 
Terre (par rapport au Soleil): 


e = {| | e = 0,1 | e = 0,01 e = 0,001 


Lune 66 280 km 105 050 km 166 360 km 263 790 km 
Terre 924 820 km 583 490 km 368 460 km 232 370 km 


Dans ce tableau les rayons de l’e-sphère sont calculés pour un 
spoutnik perturbé soit par la Lune (première ligne), soit parlle 
Soleil (deuxième ligne). C'est pourquoi, avec la diminution de e, 
les rayons croissent dans la première ligne (la zone interdite autour 
de la Lune augmente)et décroissent dans la seconde (la zone permise 
autour de la Terre se rétrécit). Il est évident que les valeurs figurant 
en deuxième ligne sont calculées en prenant dans la formule is 
la quantité e-! au lieu de &. Fait curieux, il existe pour e = 0,1 un 
domaine permis qui couvre la Lune aussi bien que la Terre et dans 
lequel un spoutnik est aussi « peu » influencé (8 — 0,1) par la Lune 
que par le Soleil. Pour & — 0,01 il n'existe aucune orbite « extérieu- 
re » faiblement perturbée qui puisse enfermer et la Lune et la Ter- 
re (fig. 4.9). 

*) Nous verrons plus tard que cet intervalle de temps peut aussi être infi- 
ni, e restant fini. 
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Les paramètres qui ont servi au calcul du tableau précédent sont : 


Mo/m:] l 
Lune/Terre 81,35 384 300 km 
Terre/Soleil 332 400 149 598 500 km 


Remarquons qu'on utilise aussi en mécanique du vol spatial des 
sphères gravitationnelles calculées sur d’autres principes [4.7]. 


Frontière des perturbations 
“également faibles” causées 
par la Lune et par le Soleil 


Orbitc faiblement 
perturbée du 
spoutnik 


Terre 


Fig. 4.5. Domaine du mouvement faiblement perturbé 


Nous aurons de nouveau besoin de la notion de sphère d'influence 
quand nous analyserons les trajectoires passant au voisinage de 
la Lune. 


4. Stabilité du système solaire 


Toutes les conclusions précédentes sur la stabilité et l’évolution 
des orbites de planètes, tirées des équations d'évolution mises en 
moyenne, donc peu précises, deviennent précaires quand il s’agit 
de la stabilité à l'infini. 

Rappelons qu'en posant le problème de la « stabilité du système 
solaire », nous avons sous-entendu le problème mathématique de la 
stabilité des trajectoires des #2 points matériels qui s’attirent deux 
à deux suivant la loi de Newton, en supposant qu'un point (le Soleil) 
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est beaucoup plus massif que tous les autres. Aucune force n'a été 
considérée, à l'exception des attractions newtoniennes réciproques. 

Ainsi posé, le problème a résisté pendant deux siècles aux efforts 
des mathématiciens les plus éminents. 

Or, dès 1961 le jeune mathématicien soviétique V. Arnold pu- 
bliait ses résultats fondamentaux qui allaient marquer une étape 
décisive dans la résolution du problème. Fondés sur certaines idées 
de l’académicien A. Kolmogorov, ces résultats se présentent comme 
une analyse générale du comporte- 
ment des solutions des systèmes 
canoniques. Les résultats sur le 
comportement du système solaire 
en sont justement un cas parti- 
culier. 

Considérons un système canoni- 
que de hamiltonien 


H(p, 9) = Ho(p)+eHi(p, qe), pig 4.6. Tore du mouvement quasi 
où p, g sont des vecteurs à z dimen- PÉHOGIQUE RON POELE 
sions, e est petit, À, est périodique 


en g de période 2x. Sig = 0, le mouvement se définit par les équa- 
tions 


P — 0, g=0 (2), 


où © (p) = 0H,/0p = (w;, . .., w,) et peut être représenté sur un 
tore p = Cte à x dimensions par un « enroulement » q (t) de ce tore. 

Le cas bidimensionnel est illustré sur la figure 4.6. Sur le tore 
à deux dimensions (un « pneu ») on marque la longitude g, et la lati- 
tude g,. Une variation uniforme simultanée de g, avec la vitesse w, 
et de g, avec la vitesse w, fait naître une trajectoire qui s’enroule 
autour du tore. Si w, et w, sont incommensurables, on montre que 
la trajectoire est partout dense sur le tore *). Un tel mouvement est 
appelé conventionnellement périodique ou quasi périodique. Par contre, 
si &,/0, — mn, m et n entiers, la trajectoire se fermera au bout 
d'un temps { = 21m/w, — 2rn/w.. Dans ce cas le mouvement 
est périodique. De même, dans le cas à n dimensions, pour ©,k1 + 
+... + ©@n1k, = 0, où k; sont des entiers dont deux quelconques 
au moins sont non nuls, la trajectoire sera périodique et fermée 
sur le tore à z dimensions, et si ok, +... + @,k, = 0, le mou- 
vement sera quasi périodique et la trajectoire g3 (t) ( = 1,...,7) 
sera partout dense sur le tore p; = Cte à nr dimensions. 

Voyons maintenant la « partie perturbatrice » eZ, du hamilto- 
nien À. Soit € suffisamment petit. Peut-on affirmer que le mouve- 


. *) Cela signifie que le point mobile se trouvera tôt ou tard à l’intérieur 
d'un domaine aussi petit que l’on veut sur lo tore. 


8—0 262 
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ment restera proche du mouvement périodique ou quasi périodique 
de départ? Autrement dit, les tores initiaux du mouvement non 
perturbé sont-ils conservés ou détruits ? 

Si les tores initiaux ne sont pas détruits mais € légèrement défor- 
més », le mouvement perturbé est séculairement proche du mouve- 
ment non perturbé. En mouvement perturbé (8 =£ 0) les p;, ne sont 
pas constants (« tore déformé ») mais proches de pif = Cte (« tore 
non déformé») qui correspondent au mouvement non perturbé 
(e = 0). Pour s'assurer que les trajectoires du mouvement perturbé 
diffèrent peu de celles du mouvement non perturbé, il suffit (!) de 
construire, au voisinage du mouvement non perturbé, des séries qui 
définiraient le mouvement perturbé et qui seraient convergentes 
pour & petit. Facile en apparence. ce problème fut la pierre d’achop- 
pement des mathématiciens les plus chevronnés pendant deux 
centaines d'années; seul Arnold fut à même de « gonfler » ce « pneu » 
(le tore du mouvement perturbé) comme il faut. 

Suivant l’idée de À. Kolmogorov, V. Arnold construisit des 
approximations successives du type de la « méthode de Newton » 
(analogue à la méthode des tangentes pour la recherche des racines 
d'équations algébriques). En k-ième approximation cette méthode 
donne une erreur d'ordre e**; pour £—> , on a donc une conver- 
gence rapide. En développant une démonstration rigoureuse, Arnold 
eut à surmonter des difficultés vraiment sérieuses. Examinons-en 
quelques-unes. 


4. Les résonances. Sien mouvement non perturbé on a Ski; — Ÿ; 


les trajectoires du mouvement perturbé peuvent se situer en dehors 
du tore dans le cas général: le tore est détruit. Mème si l’on arrive 
à construire les séries convergentes définissant le mouvement perturbé, 
elles n'existent pas dans tout l’espace de phases mais seulement 
dans quelques « couches » de l’espace. Plus exactement, on a montré 
que de telles séries existent au voisinage des tores non perturbés 
avec des mouvements quasi périodiques (mais non périodiques !). 

Deuxième difficulté due aux résonances: les séries définissant 
le mouvement perturbé contiennent des dénominateurs de la forme 


D kiw; qui deviennent petits aussitôt que les fréquences se rappro- 


chent de celles de résonance. La petitesse des dénominateurs empêche 
la convergence des séries. 

Ces difficultés sont contournées dans le théorème de Kolmogorov 
dont la démonstration complète a été effectuée par Arnold [4.8]. 
La convergence du type newtonien (£°*) « neutralise » l’influence 
néfaste des dénominateurs. 

Or, en appliquant les résultats de l'analyse des systèmes hamil- 
toniens au problème de la stabilité des orbites planétaires, on se 
heurte à d’autres difficultés, qui ont aussi été surmontées par Arnold 
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dans son théorème dérivant de celui de Kolmogorov. Signalons ces 
difficultés. 

2. La dégénérescence propre. On entend par là un cas éventuel 
où il y a en mouvement perturbé plus de fréquences qu’en mouve-. 
ment non perturbé. Rappelons que le « mouvement lagrangien des 
planètes » contient plus de fréquences que le mouvement képlérien : 
en plus des « fréquences » rapides des mouvements képlériens des 
planètes sur leurs orbites, on y trouve aussi les « fréquences » lentes 
de précession des périhélies des pla- 
nètes et des nœuds ascendants de leurs 
orbites. 

Pour surmonter cette difficulté il 
faut considérer comme non perturbé 
un mouvement «nouveau», par 
exemple remplacer le mouvement 
képlérien par le mouvement lagran- 
gien, qui est plus précis. 

3. La dégénérescence limite. Cette Fig. 4.7. Tores des mouvements 
appellation s'applique au cas suivant. quasi périodiques perturbés 
Parmi les tores p — Cte à nr dimensions 
du mouvement non perturbé, on rencontre des tores de dimension 
k << n, par exemple la position d'équilibre À = 0 et le mouvement 
périodique à fréquence unique À = 1. 

Après des recherches abondantes et dures, V. Arnold a abouti 
à un théorème [4.9] dont les grandes lignes sont les suivantes: 

Le mouvement perturbé défini par un système hamiltonien est 
pour la plupart des données initiales quasi périodique et reste éternelle- 
ment proche d’un mouvement quasi périodique « non perturbé » convena- 
blement choisi. 

La réserve essentielle « pour la plupart des données initiales » 
sous-entend qu'en mouvement perturbé tous les tores du mouvement 
non perturbé sont conservés, sauf peut-être les tores à fréquences de 
résonance avec leur petit voisinage. Ces derniers tores sont détruits 
en général dans le mouvement perturbé. Le tableau d'ensemble du 
mouvement perturbé se réduit aux mouvements quasi périodiques 
sur les tores conservés (légèrement déformés). les espaces entre ces 
tores étant remplis de débris de tores détruits (fig. 4.7). 

On connaît peu de chose sur le comportement des trajectoires 
dans les « interstices ». Si le problème est à deux degrés de liberté, 
l'intégrale de l’énergie 4 = Cte fait naître une variété tridimension- 
nelle partagée par les tores des mouvements quasi périodiques 
(fig. 4.7). Les trajectoires coincées entre les tores ne peuvent pas sor- 
tir des interstices : en effet. elles ne peuvent pas traverser les tores 
des mouvements quasi périodiques car le mouvement est défini de 
façon univoque par les données initiales. Or. puisque l'espace entre 
les tores est d'autant plus exigu que # est faible, on peut affirmer 


S* 
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que dans un système à deux degrés de liberté même les mouvements réso- 
nants sont stables. Dans les systèmes qui ont plus de degrés de liber- 
té la dimension des tores des mouvements quasi périodiques est d’au 
moins deux unités plus petite que celle de l’espace de phases. Ces 
tores ne partagent pas l’espace; on peut les comparer à une forêt 
aussi dense que l’on veut ; un écureuil descendu sur le sol peut tourner 
aussi longtemps que l’on veut entre les trois arbres voisins (c'est la 
stabilité) mais il peut tout aussi bien s’en aller aussi loin que l’on 
veut entre les arbres (c’est l’instabilité). Un autre écureuil peut ce- 
pendant courir sur le tronc d’un seul arbre en mouvement quasi 
périodique, qui reste stable même s’il y a du vent *). 

Parmi les applications du théorème d’Arnold citons un résultat 
fort. Supposons que les masses des planètes soient faibles devant 
celle d’un astre central (le Soleil). Alors, si les excentricités et les 
inclinaisons des orbites sont suffisamment petites, pour la plupart 
des conditions initiales le mouvement réel de chaque planète est quasi 
périodique et reste éternellement proche d'un mouvement lagrangien 
convenablement choisi. De plus, les excentricités et les inclinaisons res- 
lteront éternellement petites, et les longueurs des demi-grands axes des 
orbites, éternellement voisines de leurs valeurs initiales. Autrement 
dit, le « théorème de Laplace » reste vrai à l'infini. 

Puisque nous avons établi précédemment le « théorème de Lapla- 
ce » par la méthode de la moyenne nous voyons que dans certains cas 
(non négligeables) la méthode de la moyenne cerne la réalité du 
mouvement d’assez près, et ce, dans un intervalle de temps infini- 
ment prolongé. 

La « plupart des conditions initiales » indiquée plus haut exclut, 
répétons-le, les rapports de résonance entre les fréquences des mouve- 
ments. 

Les résultats de V. Arnold ne peuvent être surestimés. Ils ont été 
obtenus grâce à des idées riches et profondes dont la réalisation 
a nécessité un travail vraiment énorme. Seuls les énoncés des lemmes 
et des théorèmes occupent parfois des pages entières. Arnold lui- 
même ne ménage pas ses expressions à ce propos : « Nous mettrons en 
œuvre, dit-il, l’effrayant appareil formel de la dynamique » (14.9], 
p. 94) **). 

Un problème qui a résisté pendant deux siècles ne cède pas facile- 
ment. Il a fallu les efforts des mathématiciens les plus éminents 
de notre siècle: H. Poincaré, G. Birkhoff, A. Kolmozorov, K. L. Sie- 


*) Voir aussi l’article de N. Nekhorochev Sur le comportement des systèmes 
l'amiltoniens proches de systèmes intégrables in Founktsionalni analiz, 1971, n0 4. 
**) « Hi-Han, le vicux bourriquet gris, se tenait un jour au bord d’un ruisseau 
et examinait tristement son image dans l’eau. 
— Pathétique, dit-il enfin. Oui. C'est pathétique. » 
A. À. Milne 


Winnie l'ourson 
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gel. J. Moser, pour que cette forteresse s'ouvre devant les théorè- 
mes d’Arnold et de Kolmogorov et fournisse la solution du problè- 
me de la stabilité des mouvements d'un système de corps gravitants. 

Il reste cependant à voir si ces résultats sont applicables à tel 
ou tel cas concret, par exemple à notre système solaire. 


5. Le système solaire est-il en résonance ? 


Les difficultés qui surgissent quand on essaie de construire des 
séries convergentes définissant le mouvement perturbé en mécanique 
céleste tiennent essentiellement au fait qu’il y a des fréquences 
approximativement commensurables. Par exemple, en prenant la 
fréquence de révolution (moyen mouvement) de Jupiter autour du 
Soleil ojup égale à 1, la fréquence de révolution (moyen mouvement) 
de Saturne wsat sera égale à 0,4027, d’où 


2Ojup — 5Osat = — 0,0135. (4.5.1) 


On voit que les fréquences de révolution de Jupiter et de Saturne sont 
approximativement commensurables (résonance &jup/&sat = 9/2). 

A. Moltchanov a avancé une hypothèse remarquable. Dans le 
courant de l’évolution, pense-t-il avec raison, il est nécessaire de 
prendre en considération les petites forces dissipatives. Ce peuvent 
être, dans le système solaire, les forces des marées, les forces de frei- 
nage par la poussière interplanétaire et d’autres forces, peut-être 
inconnues jusqu'à présent, qui provoquent la dissipation de l'énergie. 

Nous savons que les perturbations dues à l'interaction des planè- 
tes sont très faibles, elles sont cependant très supérieures aux forces 
dissipatives. Or, en s’exerçant durant des milliards d’années, les 
forces dissipatives changent systématiquement les orbites et amènent 
le mouvement des planètes à des orbites stationnaires qui, elles, de- 
meurent pratiquement inchangées au cours des milliards d'années 
qui viennent. 

Jusqu'à présent nous n’avons dit rien d’original. « Tout cela, on 
le sait depuis longtemps. » Le point original, c’est que, d’après l’hypo- 
thèse de Moltchanov, Les orbites stationnaires définitives doivent être 
en résonance! « Tout système oscillatoire ayant subi une évolution 
prolongée est nécessairement en résonance et est régi par une fa- 
mille de nombres entiers », écrit A. Moltchanov. Il avance en parti- 
culier l'hypothèse selon laquelle le système solaire est en résonance 
complète : les fréquences de révolution (moyens mouvements) des 
planètes sont très proches des fréquences pour lesquels A. Moltcha- 
nov a trouvé un système complet de résonances (il s’agit des neuf gran- 
des planètes connues). Il a fait mieux et découvert des résonances ana- 
logues pour certains satellites des planètes. A. Moltchanov a publié 
des tableaux correspondants dans la revue internationale Jcarus 
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consacrée aux problèmes du système solaire [4.10], d'où nous avons 
tiré les tableaux ci-après *). 

Le tableau 4.1 contient des entiers #7, — positifs, négatifs et 
nuls — tels que 


Q 


N 


im i 


n;0; =Ù, 


où w, sont les fréquences de révolution (moyens mouvements) des 
grandes planètes du système solaire. On adopte comme w; des va- 


leurs « théoriques » w? des fréquences qui vérifient exactement les 
relations de résonance 
V 


2 


n;0); =(, 
[bte : 


mais on marque à côté les valeurs observées réelles w°% des fréquences 
des planètes et l'on écrit les rapports 


qui caractérisent l'écart de la fréquence réelle par rapport à la fré- 
quence de résonance: le rapport est toujours petit! 

Des tableaux analogues ont été composés pour les systèmes de 
satellites de Jupiter, de Saturne, d'Uranus (tableau 4.2). 

Îls semblent assez convainquants. L'écart entre la fréquence 
réelle et la fréquence de résonance ne dépasse guère 1,5 %. Ce sont en 
règle générale les planètes les plus rapprochées (ou les satellites les 
plus voisins des planètes) qui se trouvent en résonance entre elles. 

Etant obligé d'exprimer les fréquences de façon approchée au moyen 
de suites décimales limitées (c’est-à-dire de nombres rationnels), 
on peut toujours en principe choisir des nombres entiers », suffi- 
samment grands en module de façon à vérifier les rapports de 
résonance pour les fréquences. Or, les tableaux de Moltchanov con- 
tiennent des | 7, | petits, ce qui est un argument de plus en leur 
faveur. La courbe de la figure 4.8 illustre la distribution de la 
quantité W des | n; | dans les tableaux de Moltchanov en fonction de 
la valeur de ces nombres. On remarque que les | 7, | se concentrent 
autour de valeurs petites. Il y a donc peu de chances pour que les 
rapports de résonance découverts soient un fait du hasard. 

La question de la stabilité du système solaire réel peut être liée, 
en vertu de ce qui précède, justement aux mouvements résonants 
négcligés dans la théorie d'Arnold (ce qui ne diminue en rien, soit 
dit en passant, la portée de cette théorie remarquable). D'autre 
part, l'hypothèse de Moltchanov pose plus de questions qu'elle 


*) Les dernières lignes de ces tableaux ont été construites de façon à assu- 
rer l'égalité formelle à 1 du déterminant correspondant, 
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Tableau 4.7 
Rapports de résonance dans les systèmes de satellites des planètes 


Satellites de Jupiter 


| Satellite | w9bs | wf 4w/w | ñn1 n2 ns ñn4 
1 lo 4,044 4,000 0,0110 | —2 0 0 
2 | Europe 2,015 2,000 0,0075 0 1 —2 0 
3 | Ganyméde 1,000 1,000 0,0000 0 0 | —3 7 
LA Callisto 0,4288 0,4285 0,0008 0 Q | —1 2 

Satellites de Saturne 

| Satellite wobs | wi Aw/w ny [no [ns [ns lns |ns |n:|na 
4 | Mimas 16,918 16,500 0,0070 |—1| 0! 21 0! O0! O0! O0 0 
2 | Encelade 11,639 11,600 0,0035 O[—1! 0! 2] O0! O0] 0| 0 
3 | Téthys 8,448 8,400 0,0057 | 0| 0[—1|] 0! 2! 1| 0! 2 
& | Dioné 5,826 5,800 0,0045 O1 O0! 01—1| 2|—1| 0|—1 
5 | Rhéa 3,530 3,500 0,0086 | 0] 0| 0! 0[—1] 2] 2] 0 
6 | Titan 1,000 1,000 0,000 0|[ 0! 0! O0[ 0!—3| 4| 0 
7 | Hypérion 0,7494 | 0,7500 | 0,0008 | 0| 0! O0! O0! O0!—1| O0! 5: 
8 | Japet 0,2010 | 0,2000 | 0,0050 | 01] 0! O0! 0! 0! O|—1| 4 

Satellites d'Uranus 

| Satellite | w9bs | of | Aw/uw | ñn1 | na n3 na | ns 
4 | Miranda 6,529 6,545 —0,0025 —1 | 1 1 0: 
2 | Ariel 3,454 3,454 0,0000 O[—1| 11 2[—1 
3 | Umbriel 2,100 2,091 0,0043 O| 0[—2 1 5 
4 | Titania 1,00 1,000 0,0000 O0! O0 | / 3 
5 | Obéron 0,6466 0,6364 0,0160 O|[ O0! 11—2| 0 


n’en résout. Le système des « petits » nombres résonants trouvés. 
par Moltchanov est-il le seul possible ou peut-on en trouver un autre, 
également valable ? En effet, la non-nullité des relations de résonance 
entre les fréquences observées (et non choisies artificiellement) peut. 
devenir notable par rapport aux plus petites fréquences du système: 
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solaire. Il suffit de comparer par exemple l'écart 0,0135 de la réso- 
nance (4.5.1) avec les fréquences 0,07197 et 0,04750 de révolution de 
Neptune et de Pluton. 

Pourquoi l'évolution du système a-t-elle « abouti» à ces résonan- 
ces plutôt qu'à d’autres ? Quel est enfin lemécanismeexact de l’« abou- 
tissement » du système à la résonance? Rappelons que l’hypothèse 
de Moltchanov reste encore une hypothèse, car personne n'a démontré 
avec toute la rigueur mathématique nécessaire qu’un système oscil- 

lant aboutit toujours, sous 

N certaines conditions (les- 
0 quelles?) à une résonance, 
et encore moins que ce sera 

une résonance complète *). 

On sait bien pour l'avoir 

30 observé que les astéroïdes 
« évitent » d'emprunter cer- 

taines orbites qui sont en 

20 résonance (avec Jupiter); 
les interstices séparant les 

anneaux de Saturne ont 

eux aussi une structure de 

10 résonance. En 1974 le jeune 
mathématicien  moscovite 

A. Bruno montrait [4.11] 

que dans les systèmes cano- 

7 8 niques un régime pério- 
jaf dique stable est d'autant 


moins probable que l'ordre 
Fig. 4.8. Distribution des nombres d2 réso- de la résonance est plus 


nance du système solaire petit **). La figure 4.9 

tirée de [4.12] illustre la 

distribution du nombre des astéroïdes en fonction de leur moyen 
mouvement journalier 7; en abscisses sont portées les valeurs de 7 
en secondes d'arc par jour, et en ordonnées, le nombre des astéroïdes 
groupés dans des intervalles de 5” du moyen mouvement pour un jour. 
On remarque en haut le rapport nr/rjus, où njup = 300” est le 
moyen mouvement journalier de Jupiter. L'ordre de la résonance 
est égal à la différence entre le numérateur et le dénominateur de 


0 1 2 3 4 5 6 


*) On trouve beaucoup de données intéressantes sur les phénomènes de 
-ce tvpe dans la nature et en technique, ainsi que sur les fondements théoriques 
de tels phénomènes, dans le livre de I. Blekhman Synchronisation des systèmes 
dynamiques, Moscou, Naouka, 1971 (en russe). 

**) Soient n le moyen mouvement journalier de l’astéroide et nJup 
celui de Jupiter. Alors la vitess: angulaire moyenne relative de l’'astéroïde 
est n — njup. Si le ripport ryup/(r — rJup) = p/9, où q > 0 et p, q sont deux 
entiers premiers entre eux. c’est la quantité q que Bruno à ppelle ordre de la 
resonance. 
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chaque rapport. A. Bruno a montré que la nature des intervalles 
observés (vides) dans la distribution des astéroïdes est en bon accord 
qualitatif avec sa théorie. Pour l'ordre 3 (n/njun = 5/2) le vide est 
total: un mouvement périodique éventuel est toujours instable, ce 
qui explique l’absence de tels mouvements. Plus l’ordre est élevé, 
moins le vide est parfait, car un mouvement stable devient de plus 
en plus probable : en fonction des conditions initiales le mouvement 
peut être stable ou — avec une probabilité de plus en plus faible — 
instable. 

Comment concilier l’hypothèse sur les résonances obligatoires du 
système solaire avec le manque de désir manifeste des astéroïdes de 
suivre des orbites résonantes ? Il est possible que les mouvements 
résonants soient « les trajectoires singulières » du système et, par 
analogie aux « points singuliers» des équations différentielles, 
elles peuvent être stables ou instables. C’est pourquoi le système 
au cours de son évolution s'éloigne de certaines résonances (insta- 
bles) et aboutit à d’autres (stables). 

Le rôle particulier joué par les résonances dans le système Solaire 
se fait voir aussi dans le mouvement de rotation des planètes autour 
de leurs axes. Tout le monde sait que la Lune présente toujours la 
même face à la Terre: un bel exemple de résonance 1/1 entre la 
période de révolution et la période de rotation. Nous aurons encore 
l’occasion d'en parler dans un autre essai. La fin des années soixante 
a apporté de nouvelles données sur la rotation propre de Mercure et 
de Vénus sur eux-mêmes. La détection radar [4.13] a révélé que la 
période de révolution de Mercure autour du Soleil et sa période de 
rotation sur lui-même sont dans le rapport Tréy/Trot = 2/3! 
Pour Vénus, la résonance est vraiment extraordinaire: chaque fois 
que la Terre et Vénus se rapprochent au maximum, cette dernière 
présente la même face à la Terre! Autrement dit, la rotation de 
Vénus sur elle-même est en résonance non avec sa révolution mais 
avec son mouvement par rapport à l’axe Soleil-Terre qui tourne 
pourtant dans l’espace! 

Selon les dernières télédétections, la période de rotation d: Vénus 
est TY® = 243,24 + 0,03 j, ce qui correspond, à l'erreur d: mesu- 
re près, à la valeur de 243,16 j pour laquelle Vénus présente la même 
face à la Terre en chaque conjonction inférieure. La période de révolu- 
tion synodique est t — 583,92 j. Pendant cette période la Terre 
aura décrit sur son orbite un arc 


Ter A 27 + 27-0,6 = OTert: 


où œrer St le moyen mouvement de la Terre pour un jour. 
Quant à Vénus, elle aura décrit dans son mouvement orbital 
un arc 


Aven = 22-2 + 271-0,6 = Wvyent; 
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en tournant sur elle-mîime dans le sens rétrograde (c'est-à-dire dans le 
sens opposé à la révolution) avec la vitesse angulaire Q, Vénus aura 
tourné pendant le temps t d'un angle ff = — 2n-3 + 2n-0,6 = 
= — Qt. 

Les trois anzles @rper, yen, B auront donc pris, pendant le 
temps t, des valeurs à peu près égales à 21-0,6 (aux multiples de 
2x près). Retranchant cette dernière égalité des deux précédentes, 
on voit que 

= AT LA à 
— = Ovén + Q, 4 ——= Orer + Q. 

Cela revient à dire que pendant le temps t Vénus fait cinq tours 
complets par rapport à son propre système de coordonnées orbital 
(par rapport à l’axe Soleil-Vénus) et quatre tours complets par rap- 
port à l’axe Soleil-Terre. Les deux dernières relations le résonance se 
réduisent à une seule, 


Q = 4@yen — SOrers 


car 21/tT = Ovysn — re. Les données sur les résonances dans le 
mouvement des planètes sont résumées dans le tableau 4.3 

Tout cela témoigne en faveur du rôle particulier, et nullement 
aléatoire, des résonances dans le mouvement des mondes. 

On dit que toute bonne idée, avant de devenir notoire, franchit 
trois stades: 

I. « C’est impossible ». 

IT. « C'est possible, mais il faut le démontrer ». 

TT. « On le sait depuis longtemps ». 

L'idée de A. Moltchanov serait actuellement à mi-chemin entre 
le premier et le deuxième stade *). Elle fait couler beaucoup d'en- 
cre. Et bien qu'elle attende toujours sa démonstration, son existence 
même stimule les recherches. La valeur de cette hypothèse pour la 
connaissance de la nature est indéniable. 

L'idée de Moltchanov n'est pas sans répondre aux idées de N. Tché- 
taiev, qui lui sont antérieures **). Voici une hypothèse extrêmement 
riche de Tchétaïev: « La stabilité, qui est un phénomène foncière- 
ment général, doit probablement percer d’une façon ou d’une autre 
dans les lois fondamentales de la Nature » [4.14]. 

En développant méthodiquement cette idée, Tchétaïev a abouti 
en particulier à l’hypothèse de la quantification des orbites stables 
en dynamique. Selon Tchétaïev, seules sont stables des trajectoires 


*) Ces paroles ont été écrites cn 1972. Il est probable qu'aujourd'hui le 
stade II est révolu. 

**) Nikolaï Tchétaïev (1902-1959), memôre correspondant de l'Académie 
des sciences de l’U.R.S.S., éminent mécanicien et mathématicien soviétique, 
auteur d’ouvrazes et d'idées fondam>ntaux en théorie de la stabilité ct en 
mécanique analytique. 
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Tableau 4.3 


Résonances dans le mouvement des planètes et de leurs satellites 


4. Lune 
Période de révolution autour de la Terre, 
jours moyens 
Période de rotation, jours moyens 
Sens de rotation 


Résonance 


2. Mercure 
Période de révolution autour du Soleil, jours 
moyens 
Période de rotation, jours moyens 
Sens de rotation 


Résonance 


3 Vénus 

Période de révolution de Vénus autour du 
” Soleil, jours moyens 
Période de révolution de la Terre autour du 

Soleil, jours moyens 
Période de révolution synodique, jours moyens 
Période de rotation de Vénus, jours moyens 
Sens de rotation 


Résonance 


direct} 


STo —1 = +0,017 
5To 


rein — 224, ni 


TTer= 365,24 

t—= 583,92 

TVEN = 243,24+0,03 
rétrograde 

x Ce 
ie TOC 


1 : 
_ a) TEEN & 0,001 


[0] 


*) Direct, dans le sens de la progression sur l'orbite: rétrograde, dans !e sens 


OPPOSÉée 


exceptionnelles, par analogie à la mécanique des quanta où seules 
sont stables des orbites exceptionnelles des électrons. 

En conclusion, décrivons quelques propriétés bien connues du 
mouvement dans un champ de forces centrales à la lumière du 


« principe des résonances ». 


Un point matériel de masse m qui se meut dans un champ de forces 


centrales relevant d’une fonction de forces L (r) qui ne dépend que 
de la distance r du point à l’origine des coordonnées effectue un 
mouvement plan et complètement défini par les lois de la conser- 
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vation de l'énergie et du moment cinétique. Introduisons des coor- 
données polaires r, @ dans le plan du mouvement. L'intégrale de Ja 
demi-force vive et l'intégrale des aires s’écriront alors respective- 
ment 


- (r2+r2q) —Ù (r)=k, (4.5.2) 


r2 0: (4.5.3) 


Eliminant o de (4.5.2) au moyen de (4.5.3), on retrouve un mouve- 
ment à une dimension: 

Pr U* (r)=h, US (r)=U (r)— _. (4.5.4) 
La quantité U*(r) est appelée fonction de forces effective. Introduisons 
la notation 


D (r)m2 (h+ U*). 
Les expressions (4.5.4) nous donnent alors une équation intégrable 


r= +VO® tr). (4.5.5) 


On a en mouvement réel ® (r)> 0; si r,, r, sont deux racines 
voisines de l'équation ® (r) = 0 et si © fr) > 0 pour r, <r<r, 
un mouvement réel né dans l'intervalle r,<r<r, n'en sortira 
jamais. La valeur de r oscillera périodiquement en règle générale, 
avec une période 7,, entre ses valeurs extrêmes r, et r.. Il en est 
généralement ainsi quelle que soit la constante de l’énergie À qui 
doit être contenue, elle aussi, dans un intervalle bien défini k << 
< LES h”. : 

Ensuite, éliminant dt de (4.5.3) à l’aide de (4.5.5), on voit que 
pendant le temps 7, le rayon vecteur d’un point de l’orbite aura 
tourné d’un angle 2Aœ où 


re 


\ cdr = 
Ag = | TEVon ‘ (4.5.6) 


r3 


Si Ap = x, la trajectoire est fermée. Elle se sera fermée après le 
premier tour du rayon vecteur. Elle est aussi fermée dans le cas 


æ Lé Q k e 
général si Ag = — x, avec k, n entiers. 
n 


Or, cela ne tient à rien! Si les constantes de l'énergie h et des 
aires c sont choisies arbitrairement, la trajectoire du point dans un 
champ de forces centrales est ouverte en général et représente par 
exemple une rosace à une infinité de pétales, comme sur la figu- 
re 1.12, a. 
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Il est d’autant plus étonnant que dans le champ de forces newto- 
niennes qui existe réellement dans l'Univers et qui relève de la 
fonction de forces 


Fa (4.5.7) 


les trajectoires — des ellipses képlériennes! — soient fermées pour 
toute valeur strictement négative de la constante de l'énergie z. 
Elles se ferment après le premier tour complet du rayon vecteur. 
Cette propriété n’est pas une conséquence des lois de la conservation ; 
elle découle de la forme particulière de la fonction de forces effective 

pes. ne (4.5.8) 


r are 


qui correspond à la loi de l'attraction newtonienne. En plus du 
champ de forces newtoniennes (4.5.7), seul le champ 


U = —kr, k = Cte, 


possède cette propriété. Le champ en question permet des oscilla- 
tions harmoniques du point. 

De cette façon, le champ de forces centrales de Newton est une 
merveille de la nature, un phénomène unique. Le fait que la nature 
puisse inventer à son propre usage un mode d'attraction unique, 
particulier, susceptible de fermer les orbites, frappe l’imagination. 

Or, qu'est-ce qu’une orbite fermée? C’est la commensurabilité 
entre la période T, des variations de la longueur du rayon vecteur et 
la période T, de rotation de ce dernier de l'angle 2x! Les orbites 
képlériennes sont commensurables dans le rapport T,/T,; = 1/1. En 
d’autres mots, le mouvement képlérien — et donc la loi de la gra- 
vitation universelle de Newton — est construit autour d’une ré- 
sonance | 

« Tout système ayant subi une évolution raisonnable est néces- 
sairement en résonance », stipule le principe des résonances. On se 
demande si la loi de Newton elle-mêmen'’est pasun produit de Îl’évo- 
lution de l'Univers selon le « principe des résonances » ? Cette idée 
hardie est aussi de A. Moltchanov. 


CINQUIÈME ESSAI 


LE PROBLÈME RESTREINT DES TROIS CORPS. 
LE VOYAGE VERS LA LUNE 
ET L’ÉVOLUTION DES GALAXIES 


Mé P histo:...Lune, je t'envoie mon baiser. 
(Eta e sa cape sombre doublée de rouge, 
s'asscit dessus et s "envole avec un sifflement 
par la fenêtre qui s'ouvre bruyamment.) 


A. Lounatcharski 
Faust et la ville 


1. Surfaces de Hill 


Le voyage Terre-Lune-Terre, dont nous avons tous été les témoins, 
a commencé longtemps avant le lancement du premier spoutnik : 
sur le papier, dans les plans, en chiffres obtenus à l’aide de calcula- 
trices électroniques sophistiquées. En 1957 déjà V. Egorov publiait 
un grand article [5.1] qui contenait une analyse des trajectoires du vol 
spatial vers la Lune. Dans notre petit essai nous dirons quelques 
mots sur les travaux d’Egorov, afin de montrer ce qu’on peut faire 
avec les moyens les plus simples. Dans son livre [5.2] V. Egorov 
expose ses résultats dans le détail. Le lecteur peut aussi trouver un 
exposé très profond quoique schématique des travaux d’Egorov dans 
le livre de V. Lévantovski Vers la Lune à bord d'une fusée [5.3]. 

Le problème du‘vol spatial vers la Lune peut être examiné dans 
le cadre du problème restreint des trois corps. Soient.m, la masse de la 
Terre et m., celle de la Lune ; l’attraction de ces deux masses provoque 
le déplacement d'un vaisseau spatial de masse m, si petite devant 
m, et m,. qu’on peut négliger l’attraction exercée par le vaisseau 
sur la Lune et la Terre. Dans ces conditions la Lune et la Terre 
parcourent des trajectoires képlériennes connues autour de leur 
centre de masse commun. Supposons que ce soient des trajectoires 
circulaires, auquel cas le problème des trois corps est appelé circulai- 
re. Comme unité du temps, nous adopterons la période T de révolu- 
tion suivant ces trajectoires divisée par 27, et comme unité de la 
longueur, la distance a séparant les centres de la Lune et de la Terre 
(a — 384 400 km). On a alors en ces unités, conformément à la 
troisième loi de Kepler, 


Î (m+ m2) = af (—)"- 1, 


où ÿ est la constante universelle de gravitation. 
9—0262 
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Il s’agit de déterminer la trajectoire suivie par le point m,. Les 
équations différentielles de son mouvement se laissent mettre sous 
la forme 


x — 2y + 0D/ô7, 


y = — 2x + 0D/6y, (5.1.1) 
2 = 00 67, 
où 
D=— (eye) + I + Île 5.1.2) 
9 ( y*) ES D (: 1:25 


Les équations (5.1.1) sont justement celles du mouvement d’un 
point non attractif m, dans le problème restreint circulaire des trois 
corps. Les coordonnées zx, y, z définissent la position du point dans 
le système animé de rotation; l’axe des x traverse constamment les 
centres de la Terre et de la Lune, l’axe des y se trouve dans le plan de 
l'orbite lunaire en passant par le centre de masse de la Lune et de 
la Terre *), et l’axe des z complète le système de façon à en faire un 
repère direct. On a alors 


VER AE p=Ve- ré, 


où z;, z, sont les coordonnées constantes des points m,, m. sur l’axe 
des z; r, p sont les distances du point non attractif m, à la Terre 
(m,) et à la Lune (m.) respectivement. 

Les équations (5.1.1), dont le rôle en mécanique céleste et en 
mécanique du vol spatial est immense, ne se prétent malheureuse- 
ment pas à l'intégration. Plus exactement, personne n’a pu les inté- 
grer sous forme finie. En analysant les trajectoires possibles du vol 
d’un vaisseau spatial dans le système Lune-Terre, on est obligé soit 
d’avoir recours à des méthodes approchées, soit de faire une intégra- 
tion numérique des équations du mouvement. 

Il est vrai que certaines conclusions découlent déjà de l’analyse 
des équations (5.1.1). On voit sans peine que ces équations admettent 
une intégrale première, à savoir l'intégrale de Jacobi 


— V2=® +, (5.1.3) 


! Î* : 25 . : & 
où V = V r° + y* + z° est la vitesse du mouvement dans le système 
tournant, une constante arbitraire, et ® (x, y, z) la fonction définie 


*) © est précisément la rotation du Done des coordonnées qui introduit 
les termes 2y, 9% dans (5.1.1) et le terme À I (zx° + y*) dans (5.1.2). Sans ces 


termes, (5.1.1) et (5.1.2) ne seraient es que les équations intégrables — 
déjà connues — du problème des deux centres fixes. 
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par (5.1.2). Puisque V?=> 0, on a en mouvement réel 

D (x, y, z2)> —h. (5.1.4) 
Les surfaces d'équation 

D (z, y, z) = —h (5.1.5) 


délimitant le domaine des mouvements possibles portent le nom de 
Hill, qui était le premier à les étudier. Dans le système Lune-Terre 
on à myMm: = 81,30; les 
surfaces de Hill qui existent 
dans ce système sont repré- 
sentées sur la figure 5.1. 

On voit sur cette figure 
les traces des surfaces (5.1.5) 
sur le plan z = 0. Nous 
y avons montré quelques 
surfaces qui correspondent 
a des valeurs différentes 
de la constante de l'énergie 
h en mouvement relatif. 
L'analyse permet de voir 
que si k prend des valeurs 
négatives importantes en 
module, le mouvement n’est 
possible qu'à l’intérieur 
Fig. 5.1. Section des surfac s de Hill parle de deux surfaces disjointes 

plan de l'orbite lunaire S', S” proches des sphères 
de centres en m,, Mm>, ainsi 
qu'à l'extérieur d’une surface S$ qui enferme S” et S”. Chacune 
des surfaces S”, S” a une section de forme sensiblement circu- 
laire. Ces surfaces ne sont pas représentées sur la figure 5.1, 
mais on peut les imaginer sans peine en faisant une légère contraction 
des surfaces S:, S' et une légère dilatation de la surface S,. Si donc 
h prend de telles valeurs, le vaisseau spatial est condamné soit 
à rester un satellite de la Terre, soit à devenir un satellite de la 
Lune, soit enfin à évoluer loin du système Lune-Terre sans jamais 
traverser la frontière S. 

Ainsi donc. il est impossible que le vaisseau se déplace d’abord 
très près de la Terre et arrive ensuite très près de la Lune, à moins 
que la constante de l'énergie h ne soit augmentée. En effet, il y a une 
valeur de k — À, telle que les surfaces S’, S” se rapprochent au point 
d'entrer en contact en L,. De telles surfaces seront notées Si, Si 
(fig. 5.1). Si l'on augmente encore À de telle façon que la différence 
hk — h, soit petite, on verra se former un « goulot » étroit autour 
du point L, sur la surface de Hill. A présent le domaine des mouve- 


S: S; 
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ments possibles du vaisseau couvre les voisinages de la Terre et de 
la Lune reliés par un goulot étroit. Il existe dès lors des trajectoires 
« autorisées » qui, partant du voisinage de la Terre, peuvent péné- 
trer dans le voisinage de la Lune au travers du goulot qui entoure le 
point Z.. En d’autres termes, le voyage vers la Lune n’est possible 
que si l’on dispose d'une énergie k >> hk,. Etant donné que le vol 
spatial commence toujours très près de la Terre (par exemple, à par- 
tir d’une orbite circumterrestre de 200 km d'altitude), la question 
de l'augmentation de l'énergie k se réduit à l'accroissement de la 
vitesse initiale V,. 

La position initiale du vaisseau sur l'orbite circumterrestre n’a 
aucune importance pratique pour la valeur de F, nécessaire par 
exemple à l'obtention de l’énergie h = h, (soit Vi cette vitesse : 
les valeurs numériques exactes seront nommées plus tard). 

Augmentons encore la vitesse initiale jusqu'à la valeur VS? (ce 
qui revient à porter l'énergie à une valeur h, > h,) telle que les 
surfaces S et S” entrent en contact en un point L. (la surface unique 
S, représente ce cas sur la figure 5.1). Il est clair qu’en augmentant 
encore l'énergie, on verra se former un deuxième « goulot » autour 
du point L,. Dans ce cas, si l’énergie n'est pas très supérieure à h., 
une nouvelle trajectoire devient possible : le vaisseau part du voisi- 
nage de la Terre, traverse le goulot près du point L; et arrive au 
voisinage de la Lune, puis passe par le goulot près du point L, et 
quitte le système Terre-Lune. Combien de révolutions autour de la 
Terre le vaisseau fera-t-il avant de s'approcher de la Lune ? Le vais- 
seau tournera-t-il aussi autour de la Lune comme satellite pro- 
visoire avant de s’envoler hors du système Terre-Lune? Ces deux 
questions restent sans réponse. Tout ce qu'on peut dire, c'est que, 
pour k > h,, les trajectoires de ce type ne sont pas interdites, donc 
sont possibles. Cela ne revient cependant pas à affirmer que de telles 
trajectoires existent réellement ; nous verrons plus tard de quoi il en 
retourne. En attendant, nous remarquons dans chaque demi-plan 
(fig. 5.1) un domaine interdit au mouvement pour une énergie hk — 
— h,;; ce domaine, qui a une forme en goutte, se réduit à un point 
L, (ou L.) lorsque À passe de À; à h,. 

Pour k > h, le vaisseau peut s’en aller à l'infini dans un voisi- 
nage de L, sur l’axe des x; pour h > h, (h, << 0), le vaisseau peut 
s’en aller à l’infini suivant une direction quelconque dans le plan x, y. 

Nous venons de considérer l’évolution des surfaces de Hill dans 
le plan x, y. Considérant cette évolution en trois dimensions x. y, z, 
on voit les surfaces de Hill disparaître pour k = 0, faisant dispa- 
raître par là même les domaines du mouvement interdit. 

Les points L;, (i = 1, 2, 3, 4, 5) s'appellent points de libration. 
Dans le tableau 5.1 on trouve les valeurs calculées des distances r;, 
o, des points de libration à la Terre et à la Lune respectivement, des 


énergies h; correspondant à ces points, et des vitesses VS? corres- 
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Tableau 5.1] 

Hbration ri | Pi | k; | V{Ÿ en 2xa/T | V{ÿ en km/s 
L; 0,8491539 | 0,1508461 | —1,594067 10,60335 10,84890 
L; 1,167:23% | 0,1677237 | —1,585991 10,60411 10 ,84968 
L; 0,9929263 | 1,9929263 | —1,506062 10,61165 10,85738 
L, 1 1 —1 ,494001 10,61278 10,85854 


pondant à ces énergies. En calculant V£”, on a supposé que le point 
initial se trouve à 200 km au-dessus de la surface de la Terre. 

Les distances des points Z,, L, à la Lune sont de 58 000 km et de 
65 000 km respectivement, ce qui signifie qu’ils sont tous deux con- 
tenus à l’intérieur de la sphère d’influence de la Lune, introduite dans 
l'essai précédent, qui a 66 000 km de rayon. Les points en question 
ne se trouvent pas loin de la frontière de cette sphère. 

Notons qu'il y a très peu de différence (— 1 m/s) entre les vitesses 
Vo” et V5’, ainsi qu'entre V5” et V5". Cela revient à dire qu'une 
très faible variation de la vitesse initiale peut provoquer un change- 
ment qualitatif de la trajectoire: pour V, & Vo’ la trajectoire est 
nécessairement bornée, alors que pour V, = V5 elle peut devenir 
infinie, la force de l'attraction lunaire projetant le vaisseau hors du 
système Terre-Lune (au travers du goulot L.). 


2. Parenthèse sur les points de libration 


Les points de libration L; sont des points singuliers de la sur- 
face O (x, y, z) — h. Autrement dit, les coordonnées de ces points 
sont solutions du système d'équations 


2% =); (5.2.1) 


Il est important de préciser la signification mécanique des points 
de libration. En comparant les équations du mouvement (5.1.1) et 
les conditions (5.2.1), nous voyons que les coordonnées des points 
de libration définissent les positions d'équilibre relatif : si la vitesse 
initiale du vaisseau (dans le système tournant) est nulle, c’est-à-dire 


z = y = z = 0, et si le vaisseau lui-même se trouve en un point 
de libration, il va y rester indéfiniment. 

La question de la stabilité de ces positions d'équilibre a été 
posée encore par Lagrange. Le vaisseau va-t-il évoluer indéfiniment 
autour du point de libration si on l’écarte très légèrement de ce point 
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et/ou si on lui communique une certaine vitesse? On a vite cons- 
taté que les points de libration L,, L,, L,; sont instables. 

Quant aux points L, et L;, dits points triangulaires de Lagrange 
(car ils forment des configurations triangulaires avec les masses 
attractives m,, m.), leurs stabilité mérite une étude spéciale. Il se 
trouve qu'en linéarisant les équations du mouvement (5.1.1) au 
voisinage des points de libration triangulaires, leur solution s’avère 
bornée si et seulement si le rapport des masses des points attractifs 
x = mi/(m, + m.). m << m,, Vérifie la condition 


x (1%) 3. (5.2.9) 


Si la condition (5.2.2) n’est pas vérifiée, l'équilibre est instable. Si 
la condition (5.2.2) a lieu, le mouvement est stable, à l'erreur de 
l'approximation linéaire près: nous savons déjà qu’une telle sta- 
bilité est précaire. 

Pendant presque deux siècles, la question de la stabilité des 
points triangulaires de Lagrange est restée ouverte. La réponse n'est 
venue qu’au début des années soixante de ce siècle, après que V. Ar- 
nold eut formulé son théorème sur la stabilité de l'équilibre des 
systèmes de Hamilton à deux degrés de liberté. Ce théorème a permis 
de faire un pas en avant dans la résolution du problème plan. A. Lé- 
ontovitch. en s'appuyant sur les résultats d'Arnold, a montré [5.4] 
que le mouvement est stable pour toute valeur du rapport des masses 
vérifiant (5.2.2). sauf peut-être un ensemble discret de valeurs de ce 
rapport. Plus tard. les chercheurs américains A. Deprit et A. Deprit- 
Bartolome 15.5] ont décrit cet ensemble exceptionnel en détail. C’est 
A. Markéev qui. en 1969, a donné le coup de grâce au problème 15.6]. 

Les résultats de Markéev permettent de formuler le théorème 
suivant: les points triangulaires de Lagrange sont stables pour tous 
les rapports des masses vérifiant la condition (5.2.2), sauf deux rapports 


_vV33 
x = SITE 2 0.0135160 . 
5:20 
45— /1833 ) 
K — SE TES == 0,0242938 . 


pour lesquels les points triangulaires de Lagrange sont instables. 

Ce théorème vient clore l'histoire vieille de deux cents ans sur la 
stabilité des points de libration dans le problème restreint circulaire 
plan des trois corps. Ce même problème a aussi été examiné en détail 
en 3 dimensions. 

Notons que la stabilité des points de libration est essentielle- 
ment conditionnée par l'existence des termes dits gyroscopiques 
dans les équations du mouvement. La présence de ces termes est 
due au fait que le mouvement est considéré dans un système de 
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coordonnées animé de rotation, avec l'axe Terre-Lune. C'est aux 
points de libration que les forces d’attraction et les forces centrifuges 
se font équilibre. 

On montre en théorie de la stabilité quelastabilité « gyroscopi- 
que » est sapée par les forces dissipatives, telles que la résistance 
de la matière interplanétaire par exemple. Donc. en présence des 
forces dissipatives, une particule qui se serait fourvoyée dans le 
voisinage d’un point de libration ne pourrait y séjourner que tempo- 
rairement ; très longtemps peut-être, mais pas toujours. 

Il est d'autant plus intéressant de signaler qu'en 1961 l’astro- 
nome polonais K. Kordylewski a découvert des amas de poussière 
cosmique au voisinage des points de libration triangulaires du 
système Terre-Lune. Les amas sont peut-être instables, une partie 
des particules sont progressivement évacuées du voisinage des points 
de libration sous l’action des forces dissipatives. mais leur place est 
aussitôt occupée par d’autres particules de poussière venues des 
profondeurs de l'Univers. 

Fermons notre parenthèse et revenons au problème du voyage 
vers la Lune. 


3. Trajectoires d’approche et leur analyse 


Si donc on communique à l'engin spatial, au voisinage de la 
Terre, une vitesse (dans le système tournant) V5’ — 10,84890 km/s 
(voir tableau 5.1), il y a des chances pour qu'il arrive tôt ou tard 
tout près de la Lune. 

Tôt ou... tard? 

En effet, le voyage vers la Lune doit être raisonnablement rapide. 
Un voyage qui durerait quelques centenaires n’intéresse personne. 
Or, le calcul numérique montre qu'un engin ayant reçu une vitesse 
égale exactement à Vi” franchira « seulement » une distance de 
260 000 km (rappelons qu'il y a 384 400 km de la Terre à la Lune!) et 
reviendra ensuite vers la Terre. Il est vrai qu’à la révolution suivante 
l'engin volera un peu plus loin mais il reviendra aussi à la Terre, 
et ainsi de suite. [l faut probablement quelques centaines ou mil- 
liers de révolutions autour de la Terre pour que l'engin puisse s’appro- 
cher du « goulot » entourant le point de libration Z, et traverser ce 
goulot en direction de la Lune. Ce serait un voyage trop morne.….. 
Il est préférable de s'arranger pour que l'engin puisse aller vers la 
Lune dès la première révolution. Nous allons considérer les trajec- 
toires qui pénètrent dans la sphère d'influence de la Lune déjà à la 
première révolution (par rapport à la Terre). V. Egorov les a appe- 
lées trajectoires d'approche. 

Parmi les trajectoires d'approche, un intérêt particulier est 
attire par celles qui garantissent la rencontre avec la Lune au cours 
de la première révolution de l'engin autour de la Terre ; selon V. Ego- 
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rov, l'engin doit posséder pour cela une vitesse absolue minimale 
V, = 10,90525 km/s. Elle a été calculée sans tenir compte de l'at- 
traction lunaire, dont l'influence est d’ailleurs négligeable en l'oc- 
currence. La vitesse V, est donc considérée comme une grandeur de 
référence. Il serait intéressant de faire un tableau des vitesses ini- 
tiales caractéristiques pour les voyages dans le système Terre-Lune 
(tous les calculs sont faits pour le point de départ à 200 km au- 
dessus de la surface de la Terre ; les vitesses sont calculées pour un 
système de coordonnées non tournant) : 

V;! = 10,86570 km/s. L'engin peut atteindre la Lune en prin- 
cipe, après de nombreuses révolutions autour de la Terre; 

Vi® = 10,86640 km/s. L’engin peut quitter le système Lune- 
Terre (en profitant de l'attraction lunaire accélératrice) ; 

V, — 10,90525 km/s. Vitesse minimale nécessaire pour rencon- 
ne la Lune au cours de la première révolution autour de la Terre; 

V, = 10,99967 km/s. Vitesse parabolique. L’engin peut quitter 
le système Lune-Terre (sans profiter de l'attraction lunaire). 

Nous avons déjà dit que la trajectoire du vol Terre-Lune est dif- 
ficile à calculer, car même en tenant compte des seuls facteurs prin- 
cipaux (attraction de la Lune et celle de la Terre), le problème ne 
peut pas être résolu sous forme analytique. 

S'il s'agissait d'analyser le mouvement d’un spoutnik compte 
tenu de l’attraction lunaire, on pourrait, comme nous l’avons vu 
dans l'essai précédent, profiter de la petitesse des perturbations lu- 
naires et appliquer les méthodes d’analyse asymptotique. 

Dans le cas considéré cela est impossible, vu que l’influence 
de la Lune n'est pas du tout petite mais, au contraire, devient pré- 
pondérante à mesure que l’on s'approche de la Lune. 

Or, on peut profiter justement de cette circonstance pour cons- 
truire un algorithme approché de calcul des trajectoires de voyage 
vers la Lune. Bornons-nous à considérer les trajectoires d'approche. 
L'influence de la Lune reste alors petite tant que l'engin n'a pas 
franchi la frontière de la sphère d'influence lunaire: avant cet ins- 
tant l'attraction de la Lune est à négliger. Au contraire, une fois 
que l’engin a pénétré dans la zone d'influence, nous prendrons en 
considération l'attraction de la Lune mais nous supprimerons au 
même instant celle de la Terre. Le problème des trois corps s'en 
trouve réduit à deux corps, et l’on sait que le problème de deux corps 
est facile à résoudre. Ses solutions donnent des trajectoires képlé- 
riennes. Construisons donc l’algorithme de calcul: 

10 Calcul képlérien du mouvement géocentrique s’effectuant de 
la Terre à la sphère d'influence de la Lune. 

2° Transformation des paramètres du mouvement géocentrique 
en paramètres du mouvement sélénocentrique à la frontière de la 
sphère d'influence. 

3° Calcul képlérien de la trajectoire sélénocentrique. 
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4 Eventuellement, calcul d'une nouvelle trajectoire géocentri- 
que, l’engin étant sorti de la sphère d’influence lunaire. 

Cette méthode de calcul des trajectoires des corps célestes re- 
monte à Laplace (sauf qu'il ne s’agissait pas bien sür des spoutniks...). 

Cette méthode simple s'avère très efficace: les paramètres du 
mouvement calculé diffèrent peu de ceux du mouvement réel. On 
s’en est assuré en comparant le calcul approché et l’intégration 
numérique des équations du mouvement. Cette méthode a été em- 
ployée avec succès pour le calcul des orbites d'engins lunaires dans 


Fig. 5.2. Calcul approché de la trajectoire autour de la Lune selon V. Egorov. 
‘(Les chiffres jalonnant la courbe indiquent la durée de vol en jours) 


es travaux de V. Egorov [5.1, 5.2], de M. Lidov, D. Okhotsimski, 
N. Teslenko [5.7] et d’autres chercheurs. Nous allons étudier pas à 
pas la construction des trajectoires de voyage vers la Lune d’après 
V. Egorov. 

Supposons que l'engin parte d’un point À, au voisinage de la 
Terre (fig. 5.2) et parcoure un arc d'’ellipse képlérienne en direction 
de la Lune, cette dernière se trouvant à l'instant initial au point 
L,. (La figure 5.2 représente une trajectoire bien concrète ; les chif- 
fres à côté de la courbe marquent la durée de vol en jours.) Au point 
À, l'engin traverse la sphère d'influence de la Lune (circonférence en 
trait interrompu sur la figure 5.2). Vers cet instant la Lune se sera 
déplacée sur son orbite de L, à L,. La vitesse géocentrique de l’en- 
gin à l'instant de la percée de la sphère d'influence est représentée 
sur la figure par le vecteur ve::. Aux termes de l'algorithme adopté, 
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nous devons maintenant faire la conversion du mouvement géocen- 
trique en mouvement sélénocentrique. La vitesse de la Lune sur 
l'orbite est vr,. La valeur absolue de cette vitesse est | vi, | = 
— 1,02 km/s. La vitesse de l’engin par rapport à la Lune 


Vent = Vent — VL; (5.3.1) 


se calcule par la formule usuelle : « la vitesse relative est égale à la 
différence des vitesses absolue et d'entraînement ». Dans le cas 
considéré la vitesse d'entraînement est celle de la Lune, ce qui nous 
conduit à la formule vectorielle (5.3.1). Les vecteurs vent et —vi, 
sont représentés. eux aussi, sur la figure 5.2. 

Ainsi donc, l'engin a pénétré dans la sphère d'influence lunaire 
avec la vitesse Vent. 

V. Egorov a découvert un fait remarquable : pour toute trajectoire 
d'approche la vitesse d'entrée de l'engin dans la sphère d'influence lu- 
naire | Vent | calculée par rapport à la Lune est toujours plus grande que 
la vitesse parabolique sélénocentrique à la frontière de la sphère d'in- 
fluence. Cette dernière vitesse V, = 0,383 km/s permet toujours à 
l'engin de quitter la sphère d'influence de la Lune. Puisque | vent | > 
> V;, ou bien l'engin rencontrera la Lune, ou bien il quittera la sphère 
d'influence lunaire après avoir contourné la Lune en trajectoire hyper- 
bolique. 

On voit sur la figure 5.2 une telle trajectoire hyperbolique qui 
contourne la Lune à l’intérieur de sa sphère d'influence. L'’engin 
passera suivant cette trajectoire du point À, au point B. Or, pendant 


la durée de trajet suivant À,B, la sphère d'influence lunaire se sera 
déplacée elle-même, passant de la position 7 à la position 77. Quand 
l'engin traversera la sphère d'influence, quittant celle-ci en B, la 
Lune occupera la position Z, et le point B la position 4.. Finalement 
la trajectoire hyperbolique par rapport à la Lune A,B est, par rap- 
port à la Terre. une trajectoire bizarre « bouclée » A,4,. Après avoir 
bouclé la boucle, l'engin quittera la sphère d'influence lunaire, animé 
de la vitesse v:,- par rapport à la Lune (elle est pratiquement égale 
en valeur à Vente Mais sa direction est bien süûr différente). La vitesse 
géocentrique de sortie vs se calcule par la formule: « la vitesse ab- 
solue est égale à la somme des vitesses relative et d'entraînement », 


Vsor = Vsor + VL,- (5.3.2) 


Le vecteur v..-est représenté sur la figure 5.2. Connaissant le module 
et la direction de ce vecteur, on arrive sans peine à construire la tra- 
jectoire képlérienne de retour vers la Terre, ce qui a été fait sur la 
figure 9.2. 

Nous voyons sur cet exemple que la méthode proposée par V. Ego- 
rov permet de construire des trajectoires compliquées du problème 
des trois corps par des procédés très simples. Nous avons déjà dit 
que la précision de cette méthode est suffisamment bonne pour qu’elle 
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puisse être utilisée au stade de calcul préliminaire des orbites pour 
le voyage vers la Lune. Dans (5.1, 5.2] V. Egorov a calculé, analysé 
et décrit des centaines de trajectoires, établi une classification com- 
plète des trajectoires d'approche et examiné une série d’autres 
problèmes intéressants de dynamique du voyage vers la Lune. 
V. Lévantovski en parle avec beaucoup de détails dans ses ouvrages de 
vulgarisation passionnants 15.3, 5.8], qui permettront au lecteur 
d'aborder sans crainte l'ouvrage de fond de V. Egorov 15.2]. Pour 
s'initier au problème, le lecteur lira avec intérêt l’article 15.91 de 
L. Sédov dans lequel l’auteur donne un aperçu très complet de la 
question des orbites des Luniks. 


4. Evolution des galaxies 


Imaginons maintenant, au lieu d’un point isolé m, dont le mou- 
vement est régi par les équations (5.1.1), tout un « essaim » de points 
de cette nature, contenant quelques centaines ou quelques milliers 
de particules. Cela revient à envisager simultanément quelques cen- 
taines (milliers) de problèmes restreints des trois corps. Un tel en- 
semble de problèmes est un bon modèle mathématique de l’interaction 
et de l’évolution des galaxies. Dans ce modèle, un point déterminé, 
de masse mn, par exemple, joue le rôle de noyau de la galaxie qui nous 
intéresse ; le nuage de points m,, dont chacun est attiré par les au- 
tres sans exercer d'attraction lui-même, figure la galaxie proprement 
dite, c’est-à-dire les étoiles, les poussières ou les particules de gaz 
qui gravitent initialement autour du noyau m,; enfin, une masse M: 
simule le « corps perturbateur ». Ce dernier peut être représenté par 
une galaxie voisine ou un corps invisible extrêmement massif. Il 
est logique de considérer alors le problème hyperbolique des trois 
corps: la masse m, parcourt une orbite hyperbolique par rapport à 
la masse m, en perturbant le mouvement initial du nuage des parti- 
cules satellites de masse m,. Ce dont il s’agit c’est de suivre l’évolu- 
tion de la structure du nuage galactique. 

Les particularités étonnantes de la structure observée des gala- 
xies ont depuis toujours intrigué les astronomes. Bon nombre de 
galaxies sont visiblement spirales; sur les photographies de certains 
systèmes d'étoiles on distingue de longues « queues »; il y a des cou- 
ples de galaxies voisines à « queues » opposées. Parfois on voit des 
« ponts » reliant les galaxies : de telles galaxies sont dites particulie- 
res, ou en interaction. Il existe un Atlas des galaxies en interaction 
établi par B. Vorontsov-Véliaminov *). 


*) Le professeur B. Vorontsov-Véliaminov est aussi l’auteur d'un excellent 
ouvrage de vulgarisation Univers (Essais sur l'Univers) qui a connu un grand 
nombre d'éditions. Ce livre est un porte-bonheur: beaucoup de ses lecteurs se 
sont sentis dès l’âge scolaire une vocation pour les sciences naturelles et l'astro- 
nomie. L'auteur du présent livre est du nombre... 
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Plusieurs hypothèses ont été avancées pour expliquer la structure 
particulière des galaxies en interaction par l'intervention de telle ou 
telle force. Il semble cependant logique d’analyser en premier lieu 
les effets de la gravitation. En effet, l'interaction gravitationnelle 
des galaxies rapprochées peut être considérée comme un fait acquis 
à priori. Les perturbations gravitationnelles affectant une galaxie 
peuvent provenir aussi des objets matériels inobservables directe- 
ment par les instruments d'optique ou radio-astronomiques: des 
quasars morts par implosion gravitationnelle, de vieilles galaxies 
éteintes dont les étoiles ont épuisé leurs sources d’énergie nucléaire. 
C'est en observant la structure perturbée des galaxies que l'on se 
rend compte de l'existence de tels objets. 

En 1971 et 1972 N. Kozlov, R. Suniaev et T. Eneiev, chercheurs 
à l’Institut des mathématiques appliquées de l’Académie des scien- 
ces de l'U.R.S.S., ont entrepris d'étudier l'effet des grosses masses 
de matière sur l’évolution des galaxies. Ils ont publié leurs résultats 
dans les travaux [5.10] à [5.13]; dans le texte qui suit, nous reprenons 
leur article de synthèse [5.10]. Les auteurs ont adopté le modèle 
mathématique de la galaxie décrit au commencement de ce n° en 
supposant que les points satellites formaient à l’origine une structure 
en disque dont la densité décroissait en fonction de la distance au 
noyau de plus en plus grande. A l’état initial (non perturbé) tous 
les satellites gravitaient dans le même sens suivant différentes orbites 
circulaires. Le processus de l'interaction gravitationnelle a été 
simulé sur ordinateur, visualisé sur écran cathodique et filmé. 
On a obtenu ainsi un document qui montre la modification de 
la Do des galaxies sous l’effet des perturbations gravitation- 
nelles. 

[1 faut dire que l’énorme volume des calculs liés à la simulation 
de l’évolution des galaxies exigeait l’utilisation d’un ordinateur 
très puissant ; dans le problème envisagé il s’agit d'intégrer simulta- 
nément 1000 systèmes d'équations différentielles du sixième ordre 
pour décrire le mouvement de 1000 points satellites. C'est bien pour- 
quoi un tel travail ne pouvait pas être entrepris dans le”passé, bien 
que les astronomes s'intéressent aux structures des galaxies depuis 
des dizaines d'années. Regarder l'écran cathodique est passionnant : 
il permet de voir de ses propres yeux un spectacle qu’un homme ne 
pouvait jamais espérer voir directement. On observe sur l’écran la 
variation de la forme de la galaxie dans le temps, tout le processus 
de l’évolution, répété à volonté pour les conditions les plus variées. 
Les figures 5.3 et 5.4 montrent quelques images du film qui illustre 
les études de T. Eneiev et de ses collègues. Malheureusement, elles 
ne reflètent que très médiocrement le tableau qui s'ouvre sur l'écran 
au regard émerveillé du chercheur: un tableau vivant, palpitant, 


de l’évolution de la galaxie qui scintille de ses centaines d'’« étoiles » 
vertes. 
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Regardons les figures 5.3 et 5.4. Chaque figure contient six ima- 
ges illustrant la variante donnée du passage du corps perturbateur 
« à côté » de la galaxie. (Dans le film, chaque variante occupe plu- 
sieurs milliers d'images.) La première image montre le sens de rota- 
tion de la galaxie et la direction du mouvement du corps perturbateur 
sur son orbite. Chaque image est « datée »: le temps 7 est mesuré 
en milliards d'années. L'instant 7 — 0,00 correspond à l’approche 
du noyau de la galaxie au plus près du corps perturbateur. 

Sur la figure 5.3 le trajet du corps perturbateur est montré en 
projection sur le plan de la galaxie non perturbée. Le corps, dont la 
masse est égale à celle de la galaxie, se meut perpendiculairement au 
plan de cette dernière avec la vitesse hyperbolique (égale en l'occur- 
rence au double de la vitesse parabolique) à la distance de 40 kpc *) 
du centre de la galaxie. La masse de la galaxie est égale à 101 fois 
la masse du Soleil, son rayon est de 36 kpc. La période de révolution 
d'une particule suivant l’orbite de 36 kpc de rayon atteint 2 milliards 
d'années. Le passage d'un corps massif fait naître tout d'abord deux 
bras spiraux bien nets. En outre, l'effet perturbateur du corps étran- 
ger s'avère tellement fort que certaines particules se trouvent pro- 
jetées hors de la sphère d'influence de la galaxie et que d'autres dé- 
vient rapidement de leur chemin, se lancent violemment dans les 
zones centrales de la galaxie, voire entrent en collision avec le noyau. 
Le plan initial du disque galactique est déformé lui aussi : la structu- 
re devient tridimensionnelle (on ne le voit naturellement pas sur la 
projection à deux dimensions de la figure 5.3). 

La figure 5.4 illustre la séquence du film dans laquelle le corps 
perturbateur passe dans le plan du disque galactique dans le sens 
direct de sa rotation. La masse du corps perturbateur est quatre fois 
supérieure à celle de la galaxie. Le corps se meut avec la vitesse 
parabolique et s’approche de la galaxie à une distance égale au dou- 
ble de son rayon (72 kpc). Dans ces conditions un cinquième à peu 
près de la matière galactique se trouve piégée et entraînée au-dehors. 
C’est ainsi qu’un quasar « mort » ou un autre objet massif compact 
quelconque peut engendrer une nouvelle galaxie en passant à pro- 
ximité d'une galaxie et en entraînant une partie de sa matière. La 
matière piégée peut former un nouvel amas d'étoiles et de gaz lié 
par un « pont » à sa galaxie maternelle. 

Les auteurs terminent leur article 15.10] par une conclusion 
prudente : « La simulation mathématique des processus d'interaction 
gravitationnelle a révélé des effets qui ressemblent aux structures 
réelles observées sur les photographies des galaxies. On ne peut pas 
encore affirmer que ce sont les mécanismes précis responsables de la 
formation des queues et des ponts entre les galaxies. Un fait semble 
cependant acquis: l'interaction gravitationnelle influe d’une manit- 


*) Un kiloparsec (kpc) = 3529 années-lumière = 30,84-102% km. 
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Fig. 5.3. Evolution d'une galaxie définie par le passage à sa proximité d’un 
corps perturbateur (petit cercle clair) perpendiculairement au plan initial de la 
galaxie. 7 est le temps en milliards d'années 
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Fig. 5.4. Evolution d'une galaxie sous l’action d'un corps massif passant dans le 
plan de la galaxie (les deux dernières images sont à l'échelle deux fois plus petite). 
T est le temps en milliards d'années 
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re sensible sur la dynamique de l’évolution des systèmes stellaires. 
Des recherches ultérieures permettront d’apprécier l'échelle réelle 
de cette influence et son rôle véritable dans l’évolution des galaxies.» 

Cependant il est incontestable que la portée des travaux de 
T. Eneiev et de ses collègues dépasse largement cette constatation 
modeste. Ecoutons V. Diomine qui commente ces résultats dans la 
seconde édition (en russe) de son livre Destin du système solaire 15.14] : 

« Il existe en astronomie une tendance à expliquer tout ce qui 
est flou à partir des lois et découvertes physiques récentes. Malheu- 
reusement, cela se fait à une époque où le développement des svstè- 
mes de corps célestes n’a pas encore été étudié avec toute la rigueur 
nécessaire même dans le cadre des schémas mécaniques! 

T. Eneiev et ses collègues se sont proposé d’expliquer si possible 
le processus de formation des bras spiraux des galaxies par des pro- 
cessus purement mécaniques. Aucune interaction physique n’a été 
envisagée, à la différence des autres travaux d’astronomie. Malgré 
ces restrictions, les résultats de l’équipe d'Eneiev ont dépassé toutes 
les espérances... Les images obtenues illustrant l’évolution de la 
galaxie prouvent avec une force de persuasion exceptionnelle que la 
formation des bras spiraux peut être imputable aux effets des ma- 


rées.» 
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ELLES VALSENT SUR LEURS ORBITES 


Ce sont des dames qui dansent... 
G. Apollinaire 


La Terre glisse doucement sur son orbite en tournant majestueu- 
sement sur elle-même. Des planètes, grandes et petites, pivotent 
autour de leurs axes. Tout lecteur — à moins d'être « paresseux et 
peu curieux » comme disait Tchékhov — a sûrement vu passer dans 
le ciel de petites étoiles qui tantôt s’allument brusquement, tantôt 
s’éteignent comme des feux follets : ce sont des spoutniks qui tour- 
nent et montrent à l'observateur leurs faces différentes, exposant 
au Soleil tantôt leur grande surface latérale polie, tantôt le fond 
qui réfléchit peu de lumière. 

Les danses des astres sont compliquées et variées. Certains astres 
se contentent d'onduler avec dignité, d’autres tournent lentement 
autour de plusieurs axes à la fois, mais il y en a aussi qui tourbillon- 
nent à une vitesse vertigineuse, tel un chiot qui s'efforce d'attraper 
sa queue. 

Les lois de rotation des satellites artificiels sont étudiées dans un 
chapitre particulier de la mécanique du vol spatial: la dynamique 
du Ha d’un satellite par rapport à son propre centre de masse 
[6.1]. 

Dans le présent essai nous décrirons certains effets remarquables 
de rotation et d'orientation des satellites. 


1. Potentiel gravitationnel 


Dans les problèmes que nous allons envisager, le mouvement du 
satellite autour de son centre de masse est défini essentiellement par 
des moments des forces de gravité. A leur tour, ces moments se cal- 
culent sans peine au moyen de la fonction de forces (prise avec le 
signe opposé, elle s'appelle potentiel gravitationnel) qui décrit l’action 
du champ newtonien central sur le satellite. Nous savons qu'en assi- 
milant le satellite à un point matériel de masse dm, la fonction de 
forces dU s'écrit 


au, (6.1.1) 


10% 
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où = fM (f est la constante universelle de gravitation et M la 
masse de la Terre) et r est la distance du « satellite » (point de masse 
dm) au centre de la Terre. 

Or, dans un problème du mouvement du satellite par rapport 
à son propre centre de masse, l’essentiel est justement la taille ap- 
préciable du satellite, qui ne peut donc plus être traité comme un 
point matériel. En ce cas la formule (6.1.1) reste vraie pour tout 


Fig. 6.1. Pour le calcul du potentiel gravitationnel 
volume élémentaire dm du satellite. Etendue au volume total V 
du satellite, elle s’écrira comme suit : 


U=u | = (6.1.2) 
V 


Soit À (fig. 6.1) la distance du centre d’attraction O* au centre 
de masse O du satellite. Associons invariablement au satellite un 
système de coordonnées Ozx’y’z". La distance 0 de O au point courant 
dm se calcule alors par la formule p° = x°’° + y’? + z’? et l'angle 
entre les vecteurs R, p se définit par son cosinus: 


PT D +Ly+E2y 

2 er André dE 

Ici y, y’, y” sont les cosinus directeurs de R dans le système de coor- 

» CHE ET | e e ASS ’ KO; 

données Oz VZ' si bien que y = cos (R, Ozx'}), y’ = cos (R, Oy'), 
di 

y” = cos (R, Oz”). Avec ces notations on a dans la formule (6.1.2) 
r=V R+2R(SYEYY +2) +22+Y2+22. (6.1.3) 
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L'intégration dans (6.1.2) se fait par rapport aux coordonnées 
courantes x”, y’, z’ et fournit une fonction explicite : 


U=U(R, y, y’, y”). (6.1.4) 


La fonction de forces (6.1.2) dépend donc à la fois de la distance 
du satellite au corps attractif et de l’orientation du satellite par 
rapport à l’axe centre d’attraction-centre de masse du satellite. 

On montre [6.1] que les projections des moments des forces de 
gravité se laissent mettre sous la forme 


» OU r OU  ) 
Mox = 7 y Ÿ "y" ? 
ou » OU 
Moy ai ENS YŸ "dy ? (6.1.5) 
| 
, OU oU 
Mo =V Ta | 


La forme d'écriture exacte de U et des moments (6.1.5) dépend en 
général de la géométrie du corps et de la distribution des masses 
dans son volume. Cela complique l’analyse. Cependant le problème 
est simplifié par les petites dimensions des satellites par rapport 
à la distance R: les quantités z’/R, y'/R, z'/R étant faibles, on 
peut développer (6.1.3) en série suivant les puissances de ces quanti- 
tés. Si l’on supprime dans ce développement tous les termes d’ordre 
de petitesse supérieur à 2, l’intégrale (6.1.2) se calcule sans diff 


culté. On doit prendre en considération que les intégrales | z'am = 
Ÿ 


v 
données Ozx'’y’z" est le centre de masse du satellite) et que les axes 
Oz”, Oy’ et Oz’ du satellite peuvent être choisis de façon à avoir 


= | y'dm = [ z'dm = 0 (puisque l'origine O du système de coor- 
; | 


\ z'y dm = | z'z' dm = | y'z dm=0. 
V V V 
Les axes Oz’, Oy’, Oz’ ainsi choisis s'appellent axes d’inertie cen- 


traux principaux du satellite. En faisant les simplifications décrites 
ci-dessus, on déduit de (6.1.2) l’expression suivante de U: 


Ur + (44 B+C)—+ É (4y+ By2+ Cv. (6.1.6) 
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Ici m est la masse du satellite et les constantes 


A2 [2479 dm 
v 
B — | (z'2+-x'2) dm, 


Cæ\(:2+7y?) dm 


St < 


sont les moments d'inertie centraux principaux du satellite. Les for- 
mules (6.1.5) deviennent alors 


Moz =3 5 (C—B)%v, 


Moy = 35 (A—C)vv"; (6.1.7) 


Mo: = 3 a (B— À) y'*. 


2. Sur la rotation de la Lune. 
Quelques rappels de la théorie de la stabilité 


L'invariabilité de l'aspect de la « face » lunaire est connue de- 
puis très longtemps. La Lune présente toujours à la Terre la même 
face ; l’autre — la face cachée — resta cachée aux regards des hom- 
mes jusqu’au mois d'octobre 1959 où le Lunik soviétique la photo- 
graphia pour la première fois. 

Une telle position invariable de la Lune par rapport à la Terre 
signifie que la rotation propre de la Lune est en synchronisme exact 
avec sa révolution autour de la Terre. Supposons pour simplifier 
que l'orbite lunaire soit circulaire. 

Introduisons un système de coordonnées orbitales Otnr (fig. 6.2): 
plaçons l’origine O au centre de masse de la Lune, dirigeons l’axe 
Or suivant le rayon vecteur géocentrique KR de la Lune, l’axe Oxt 
suivant la tangente à l’orbite lunaire et l’axe On suivant la normale 
au plan de l'orbite lunaire. De Ia sorte, le système de coordonnées 
orbitales tourne dans l’espace : les axes Or et Or, contenus en per- 
manence dans le plan de l'orbite lunaire, pivotent autour de l’axe 
On avec la vitesse angulaire de révolution w. (La vitesse linéaire du 
mouvement du centre de masse de la Lune sur son orbite est V — wR.) 

La vitesse angulaire de la rotation propre de la Lune est égale, 
elle aussi, à ow et dirigée suivant n; la rotation propre est de même 
sens que la révolution. De ce fait, la Lune tourne toujours la même 
face à la Terre et, de toute évidence, reste fixe par rapport au système 
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de coordonnées orbitales. On l’exprime aussi en disant que la Lune 
est en équilibre relatif (à de petits balancements, ou librations, près). 

Remarquons que la rotation de la Lune est régie en première 
approximation par les lois de Cassini selon lesquelles l’axe de rota- 
tion de la Lune se trouve en équilibre relatif dans un système de coor- 
données qui tourne avec la ligne des nœuds de l'orbite lunaire ; norma- 
le à la ligne des nœuds, l’axe de rotation de la Lune fait un angle de 


Fig. 6.2. Système de coordonnées orbitales 


641’ avec la normale au plan de l'orbite. Nous ne tenons pas compte 
du mouvement de la ligne des nœuds de l’orbite lunaire, ce qui nous 
permet de remplacer le mouvement régi par les lois de Cassini par 
un mouvement plus simple, à savoir un équilibre relatif dans le 
système de coordonnées orbitales. (Pour en savoir plus sur les lois 
de Cassini, voir notre ouvrage [6.14] et p. 192 ci-dessous.) 

Le synchronisme de la rotation et de la révolution n’est pas un 
fait du hasard, d’autant plus que le phénomène n’est visiblement 
pas unique dans le système solaire. Selon les données d’observations, 
les satellites jupitériens Io, Europe, Callisto et les satellites satur- 
niens Téthys, Rhéa, Dioné, Japet tournent, eux aussi, toujours la 
même face à la planète centrale [6.2] (voir aussi Astroph. J., v. 165, 
p. 431, 1971). Même les satellites de Mars, Phobos et Deimos, paraï- 


a graviter de cette façon, c’est-à-dire en état d'équilibre relatif 
[6.3]. 
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Pour que le phénomène en question soit non aléatoire, il doit 
y avoir un facteur stabilisateur qui retienne les satellites (par exem- 
ple la Lune) en position d'équilibre relatif. Ce facteur doit influencer 
aussi les satellites artificiels de la Terre. 

En effet, le facteur stabilisateur existe : il est représenté par les 
moments gravitationnels définis par le potentiel gravitationnel 
(6.1.6). Montrons-le. 

Avant de passer à l’analyse, rappelons quelques définitions et 
citons sans démonstration quelques théorèmes de la théorie de la 
stabilité de Liapounov. (Le lecteur peut trouver toutes les démons- 
trations par exemple dans le livre de N. Tchétaïev [6.56].) Au lieu 
de discuter la stabilité d’un mouvement arbitraire g(t), on peut, 
quitte à faire un changement de variables, étudier la stabilité d’une 
solution z; — 0 d’un système d'équations différentielles 


“ =X, (x, t), X,(0, 4) =0 (i, s=1,...,n). (6.2.1) 


Les équations (6.2.1) seront dites équations du mouvement perturbé, 
et leur solution particulière x; = 0, mouvement non perturbé. On 
demande généralement que les seconds membres de (6.2.1) soient 
analytiques. 

Définition 1 (A. Liapounov). Si pour tout 4 >> 0 arbitrairement 
petit il existe un À > 0 tel que pour toute perturbation x,,, ... 


.. Zno Vérifiant la condition Sr, < À et pour tout {> toil y 
L 


ait 3 x? << À, le mouvement non perturbé est stable ; sinon, le mou- 
vement est instable. 

Notons que la stabilité au sens d’'Arnold dont nous avons parle 
plus haut est une notion moins forte que la stabilité au sens de Liapou- 
nov. Les causes en sont les suivantes: 

1° V. Arnold veut que les trajectoires perturbée et non perturbée 
soient proches sans insister que les points mobiles sur ces trajectoires 
soient proches à tout instant. Un mouvement quasi périodique quel- 
conque stable au sens d’Arnold n’est pas stable en général au sens de 
Liapounov ; 

20 au sens de V. Arnold, la stabilité ne s'entend pas pour la 
totalité mais pour la plupart des données initiales ; au sens de Lia- 
pounov, le mouvement cesse d’être stable s’il existe au moins une 
trajectoire qui ne vérifie pas la définition de la stabilité. 

Partout dans ce n°, la stabilité s'entend au sens de Liapounov. 

Avant Liapounov on étudiait le plus souvent la stabilité du 
mouvement en linéarisant les équations (6.2.1) et en discutant les 
solutions des équations linéaires obtenues. Après les travaux de Lia- 
pounov on s’est rendu compte que les équations linéaires ne donnent 
en général que les conditions nécessaires de la stabilité (« si le mouve- 
ment est stable, ces conditions sont vérifiées »). Quant à la question: 
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« Si ces conditions sont vérifiées, le mouvement est-il stable ? », 
on ne peut pas toujours répondre par un & oui». La recherche des 
conditions suffisantes de la stabilité est un problème vraiment ardu. 


Définition 2. Soit définie dans un domaine t>t,, d << H, 


H 3 0, une fonction V (x,, t) qui ne prenne que des valeurs de même 
signe ou des valeurs nulles. On dit alors que V est une fonction 
semi-définie (positive ou négative). 


Définition 3. Si la fonction semi-définie V ne dépend pas de 
t et si l’on peut donner à la constante H (voir définition 2) une 
valeur suffisamment petite pour que V ne s’annule qu’à l’origine 
des coordonnées (pour toute x, — 0), on dit que V est une fonction 
signe défini, ou fonction définie (positive ou négative, suivant 
e cas). 


Exemples. La fonction V de deux variables zx,, 2, 
V = + zx est définie positive, tandis que les fonctions 
V — (2: + 22) et V—2x; ne sont que semi-définies (positives), 
car elles ne s’annulent pas seulement à l'origine mais aussi sur les 
ensembles zx, = — zx, (la première) et x, = 0 (la seconde). La fonc- 
tion V — x! — x° n'est même pas semi-définie. 


Définition 4. Une fonction V de t est appelée fonction de signe dé- 
fini ou fonction définie, s’il existe une fonction définie positive W in- 
dépendante de t et telle que l’une des expressions V — W ou —Y — W 
soit une fonction positive. 


Théorème 1 (A. Liapounov). Si les équations différentielles (6.2.1) 
du mouvement perturbé admettent une fonction définie V telle 


que sa dérivée V' — Te : + en vertu de ces équations soit 
s 
s 
une fonction semi-définie de signe opposé à celui de V ou identigue- 
ment nulle, le mouvement non perturbé est stable. 


Sa démonstration (voir [6.56]) utilise le fait que, dans les con- 
ditions du théorème, la trajectoire demeure à l’intérieur d’une sur- 
face W (x,) << ! fermée contenant l’origine des coordonnées. 

Le théorème de Liapounov fournit les conditions suffisantes de 
la stabilité. La fonction Ÿ est dite fonction de Liapounov. On dispose 
de toute une panoplie de procédés pour construire la fonction de 
Liapounov dans telle ou telle classe de problèmes. On ne connaît 
malheureusement pas encore un algorithme général de construction 
des fonctions de Liapounov pour n’importe quel problème. 

Nous aurons besoin du théorème de Liapounov plus tard, dans 
le n° 3 de cet essai. En attendant, notons que le théorème en ques- 
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tion permet dans certains cas de trancher le problème de la stabilité 
dès la première approximation. 

Introduisons d’abord quelques définitions. 

On dit que la fonction zx (t) est bornée si pour tout {=> t, son mo- 
dule | x (t) | reste inférieur à une constante C. On dit que la fonction 
est non bornée si elle peut être supérieure en module à toute constante 
quelque grande qu'elle soit. On dit que la fonction bornée est éva- 
nescente (ou évanouissante) si x (t) — O pour t — oo. 


Lemme 1. Si z — x (t)eht est une fonction évanescente pour À = À 
et non bornée pour À = À,, où À, À, sont deux constantes réelles, il 
existe toujours une À, réelle telle que pour À = À, + & la fonction z 
soit non bornée pour tout e constant strictement positif et évanescente 
pour tout e constant strictement négatif. 


Définition 5. La quantité À, s'appelle nombre caractéristique de 
la fonction zx (t). 


Substituons maintenant au système (6.2.1) un système linéarisé 
dans un voisinage de l’origine des coordonnées : 


PE ptit ee + PonËn (s= 1, ee °:7 n). (6.2.2) 


Ici p.. sont des fonctions réelles continues et bornées de t. 

oit x, (té), ..., z, (ft) une solution de (6.2.2). Le nombre caracté- 
ristique de cette solution est le plus petit des nombres caractéristi- 
ques des fonctions z,, ..., z,. On sait que le système (6.2.2) admet 
toujours r solutions indépendantes; elles seront caractérisées par 
une famille de n nombres caractéristiques x, (on montre que chaque 
#, est fini). Notons leur somme 


S = 


APE 


itA4s 


Soit de plus u le nombre caractéristique de la fonction 


exp {— | S Pas dt}. 
s=1 
Lemme 2. S+u< 0. 


Définition 6. On dit que le système (6.2.2) est régulier si S + u = 
= 0 et irrégulier dans le cas contraire. 


Les nombres caractéristiques donnent une idée de la variation 
qualitative des solutions du système (6.2.2) et permettent de se pro- 
noncer sur la stabilité du mouvement non perturbé en première ap- 
proximation (linéaire). Cela est important, car nous ne savons pas 
intécrer le système (6.2.2) dans le cas général où les coefficients 
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Ps (t) sont variables. A. Liapounov a montré cependant que les nom- 
bres caractéristiques des équations de la première approximation 
permettent de dire dans bien des cas si le mouvement non perturbé 
est stable ou instable en vertu aussi du système complet (6.2.1) des 
équations différentielles du mouvement perturbé. Plus exactement, 
on a les deux théorèmes que voici: 


Théorème 2 (A.Liapounov). Si le système d'équations différentiel- 
les de la première approximation (6.2.2) est régulier et si tous ses nombres 
caractéristiques sont strictement positifs, le mouvement non perturbé est 
stable. 


Théorème 3. Si le système d'équations différentielles de la première 
approximation (6.2.2) est régulier mais admet au moins un nombre ca- 
ractéristique strictement négatif, le mouvement non perturbé est instable. 


3. Stabilité de l'équilibre relatif 
dans le champ gravitationnel 


Apparu au milieu des années cinquante de notre siècle agité, 
le prohlème de la stabilité de l’équilibre relatif d’un satellite arti- 
ficiel dans le champ gravitationnel a cependant ses origines dans la 
nuit des temps. En mécanique céleste, les premières études de la 
stabilité de l'équilibre relatif de la Lune et de ses oscillations (li- 
brations) remontent à Lagrange (1780). Ces études classiques étaient 
fondées sur la linéarisation des équations des petites oscillations. 
Après les travaux de À. Liapounov publiés en 1892, les mécaniciens 
comprennent que l'analyse des équations linéaires ne résout en 
général pas la question de la stabilité. En 1959 l’auteur du présent 
livre publie les résultats d’une étude effectuée encore en 1956-1957, 
consacrée à l'existence et à la stabilité de l'équilibre relatif d’un 
corps solide dans un champ gravitationnel, rigoureuse au sens de 
Liapounov et au sens de la position mécanique du problème. Un 
des résultats fondamentaux de cette étude sera exposé d’une façon 
simplifiée dans le texte qui suit. Le lecteur trouvera tous les détails 
dans [6.1, 6.4]. 

Si le satellite de la Terre (la Lune ou le spoutnik) parcourt une 
orbite circulaire, il sera exposé, dans le système de coordonnées or- 
bitales, aux forces gravitationnelles, aux forces centrifuges et aux 
forces de Coriolis. Les moments des forces de Coriolis ne produisent 
aucun travail. Les moments des forces gravitationnelles sont définis 
par le potentiel (6.1.6). Pour le potentiel des forces centrifuges, 
l'expression est analogue: 


Ug= uw? {AP? + BB2+ CP"). (6.3.1) 
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Ici B, B’, B” sont les cosinus directeurs de la normale n au plan de 
l'orbite par rapport aux axes Oz”, Oy’, Oz”, de telle sorte que 


ne MN DR 
B—cos(n, Oz’), f—cos(n, Oy')}, B”—cos(n, Oz’). 


Signalons la déduction pour un lecteur méticuleux. La composan- 
te du moment élémentaire des forces centrifuges, par exemple, 
suivant l'axe Ox’ sera 


dM 0x’ = y'fo: — z'foy — 
= {y {(s'a+ y'a +z'a) a" + (2 y+ y y +2 v) VI — 
— 2 [(z'a+ y'a +z'a") a +(z'y+y'y +37") «”]} w° dm. 
Ici og» fo: Sont les composantes de la force centrifuge élémentaire 
suivant les axes Oy', Oz’ du satellite, et &«, &«’, «” les cosinus direc- 
teurs du vecteur unité v par rapport aux axes Oz’, Oy’, Oz. 
En faisant l’intégration suivant tout le volume et en prenant en 
considération que BB” = — (&œ'«” + y'y”), on obtient AM, — 
= —(4* (C — B) BB”. La comparaison avec les formules analogues 
(6.1.7) pour le moment gravitationnel défini par la fonction de forces 
(6.1.6) nous conduit à la fonction de forces (6.3.1) caractérisant les 
forces centrifuges. 
Puisque l'énergie potentielle totale ne dépend pas explicitement 


du temps (en orbite circulaire), c'est la loi de la conservation de 
l'énergie mécanique qui entre en jeu: 

T—U—- U, = H, (6.3.2) 
où T'est l'énergie cinétique du satellite dans sa rotation relative, À, 
l’énergie totale constante du mouvement de rotation du satellite. 
Puisque dans (6.1.6) on a R = Cte et que, de plus. u/R% = w°, on 


peut écrire la loi de la conservation de l'énergie (6.3.2) sous forme 
explicite [6.4]: 


1 9 9 "9 3 9 9 9 nn 
5 (Ap° + Bg+ Cri) += ot (AY + By?+ Cy?) — 


_ — &2 (AB2+ BB'2+CB’2)—h. (6.3.3) 


Ici p, g, r sont les composantes de la vitesse angulaire relative de 
rotation du satellite suivant ses axes centraux principaux Oz’, Oy', 
OZ. 

En équilibre relatif la vitesse angulaire relative est nulle; quant 
aux cosinus directeurs, on voit qu'ils ne prennent que des valeurs 
nulles ou égales à 1 en module. Par exemple, au mouvement 


p=g=r=0, Y=v—Db—=16"—0, y” =" =1 
(6.3.4) 
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correspond un équilibre relatif dans lequel l’axe Oz’ du ae se 


confond avec la direction du rayon vecteur (y” = cos (z'. À R) = f) 
et l’axe Oy’ — la direction de la normale au plan de l'orbite 


(B° = cos (Og',à n) = 1). L'axe Ox’ se confond alors avec la tangente 
à l'orbite. 

Nous dirons que (6.3.4) est le mouvement non perturbé et que 
toute déformation de (6. 3.4) est une perturbation. Quelle que soit 
la perturbation, l’ énergie totale (6.3.3) du mouvement relatif reste 
inchangée ; l'expression (6.3.3) est une intégrale première des équa- 
tions du mouvement (nous ne les avons pas écrites ici; on trouve les 
équations complètes du mouvement dans [6.1]). 

Compte tenu des relations connues entre cosinus directeurs 


V=t—v y P=1—$P—P% (6.3.5) 
on peut mettre l'expression (6.3.3) sous la forme 


+ (APE + Be + CP) ++ w? {(4—C) v°+(B—C)v°}+ 
+ w2{(B—A)f2+(B—C)B"}—h0. (6.3.6) 


Ici ho est une constante nouvelle, définie par les données initiales 


Por or l'or Yor Ya Por Ps. Le premier membre de (6.3.6) est une forme 
quadratique de ses variables. Demandons que cette forme quadra- 
tique soit définie positive. Tous ses coefficients seront strictement 
positifs si 

B>A>C. (6.3.7) 


On voit tout de suite que l’équilibre relatif (6.3.4) est stable dans 
ces conditions. En effet, toute somme de nombres positifs étant né- 
cessairement plus grande que n’importe quelle partie des termes de 
cette somme, on peut déduire de (6.3.6), sous la condition (6.3.7), 
par exemple les doubles inégalités suivantes: 


9 2h 2 9 9 
Pro <A VE ur(p-t) < A 

” (6.3.8) 
2 L 2 no ) 
PSG r-< 4°, B rc <4 


où A° << 1 est un nombre arbitraire donné à l'avance. De (6.3.8) 
il ressort qu'on peut toujours choisir des données initiales (k,) de 
telle façon que les quantités | y |, | y’ |, | B |, | B” | restent inférieu- 
res à tout | À | aussi petit que l’on veut, c’est-à-dire de telle façon 
que le mouvement perturbé soit aussi proche que l’on veut du mou- 
vement non perturbé (équilibre relatif). Or, cette condition, aux ter- 
mes de la définition de la stabilité au sens de Liapounov, démontre 
précisément la stabilité du mouvement non perturbe. 
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Ainsi donc, les conditions suffisantes pour que l'équilibre relatif 
du satellite en orbite circulaire soit stable sont fournies par la double 
inégalité (6.3.7). Quant à la grandeur h, appelée à garantir les iné- 
galités (6.3.8), on la choisit de telle façon que 


kg < min {+ w? (4—C) 47, + w(B—A)A}; (6.3.9) 


autrement dit, , doit être plus petite que la plus petite des expres- 
sions figurant entre accolades dans (6.3.9). Remarquons qu'avec 


h, ainsi choisie, les vitesses angulaires p, g, r seront de l'ordre de w 
tout au plus, conformément à (6.3.6). Ce sont des quantités très peti- 
tes (pour les satellites artificiels © Æ 0,05 à 0,07 deg/s, et pour la 
Lune © — 0,00015 deg/s). Cela revient à dire que l’effet stabilisateur 
du champ gravitationnel ne joue vraiment que si l’énergie cinétique 
de rotation du satellite autour de son centre de masse est insignifian- 
te. 

Dans ce raisonnement, qui justifie la stabilité de l'équilibre 
relatif, nous reprenons en fait le théorème de la stabilité déjà connu 
de A. Liapounov. Rappelons son énoncé: si les variables du mou- 
vement perturbé peuvent former une fonction définie positive 


dont la dérivée V est négative ou identiquement nulle en vertu des 
équations différentielles, le mouvement non perturbé est stable. 
Dans notre cas, V est le premier membre de (6.3.6): si la condition 
(6.3.7) est vérifiée, V est définie positive. Or, puisque V est intégrale 


première des équations du mouvement, on a V = 0, d’où la stabilité. 

Le théorème de la stabilité de Liapounov convient tout parti- 
culièrement aux cas où il n’y a pas de dissipation de l'énergie dans 
le système considéré, l'équilibre asymptotique étant par suite im- 
possible. Beaucoup de problèmes de stabilité en dynamique du vol 
spatial ont été résolus à l’aide de ce théorème ou de ses modifications. 
V. Roumiantsev décrit un grand nombre de problèmes de ce type 
dans son livre [6.5]. 
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La première conclusion à tirer de la condition (6.3.7) c’est que 
le satellite doit être très différent d’une sphère homogène si l’on 
veut qu'il soit en équilibre relatif stable. En effet, une sphère ho- 
mogène a À = B = C, si bien que l'effet stabilisateur des moments 
gravitationnels est absolument négligeable. 

Analysons la double inégalité (6.3.7) de plus près. Le moment 
d'inertie maximal Z est attaché à l'axe Oy’ du satellite, orienté en 
équilibre relatif — rappelons-le — suivant la normale n au plan 
de l'orbite. Le moment d'inertie minimal C correspond à l'axe Oz’ 
du satellite qui est dirigé en équilibre relatif le long du rayon vec- 
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teur de l'orbite. On sait que la géométrie des masses d’un solide est 
définie en mécanique du corps solide par l’ellipsoïde d'inertie cen- 
tral du solide dont les axes ont les mêmes directions que les axes 
d'inertie centraux principaux Ox’, Oy', Oz’ du solide et les longueurs 
des demi-axes a, b, c sont liées aux moments d'inertie centraux prin- 
cipaux À, B, C par les relations 


a=kiV À, b=k VB, c—=k/VC 


dans lesquelles Æ est une constante. Au plus 
grand moment d'inertie correspond donc le 
plus petit axe de l’ellipsoïde d'inertie, et 
vice versa. 

De tout ce qui précède, on peut tirer la 
conclusion, déduite par V. Béletski en 1956 
et publiée en 1959 [6.4]: 

Pour assurer la stabilité de l'équilibre 
relatif d'un solide en orbite circulaire dans 
un champ newtonien de forces centrales, il 
suffit que, dans le mouvement non perturbé. 
le grand axe de l’ellipsoide d'inertie central 
du solide soit dirigé suivant le rayon vecteur 
de l'orbite, le petit axe suivant la normale 
au plan de l'orbite et l'axe moyen suivant la 
tangente à l'orbite (fig. 6.3). 

Autrement dit, un satellite, pour être 
stabilisé par la gravitation. doit ètre sensiblement aplati en direc- 
tion du plan de l'orbite et très allongé en direction de la Terre. 

Une construction très heureuse en ce sens est la forme du corps 
de l'animal connu Rkhinogradentia Otopteryx volitans découvert par 
le Pr. H. Stümpke et décrit dans son livre Structure et vie de Rhino- 
gradentiae [6.6]. 


Fig. 6.3. Position stable 
de l'ellipsoide d'inertie 
d’un satellite en orbite 


9. Sur la stabilisation passive des spoutniks 


Nous avons signalé en passant la possibilité de stabiliser unfsa 
tellite artificiel par gravitation. Or, cette possibilité est quasi fon- 
damentale : elle permet de maintenir le satellite aussi longtemps que 
l'on veut dans une position analogue à celle de la Lune (une face 
tournée en permanence vers la Terre) rien qu'avec l'énergie « gra- 
tuite » de la gravitation! Il est inutile de rappeler à quel point c'est 
nécessaire pour les observations météorologiques, les prises de vues 
de la surface terrestre et de nombreux autres objectifs. Dans son 
tour d’horizon [6.181, A. Ichlinski a mentionné le principe de la 
stabilisation gravitationnelle d’un satellite parmi les plus grandes 
découvertes de la mécanique. 
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En pratique, réaliser la stabilisation passive *) d’un satellite 
revient tout d’abord à annuler sa vitesse angulaire initiale, qui peut 
être assez grande. Il est nécessaire de faire rentrer la vitesse angulaire 
dans une marge très étroite où la stabilisation gravitationnelle du 
satellite en position donnée commence à « fonctionner ». Tout sys- 
tème de stabilisation gravitationnelle comporte donc des mécani- 
smes d'amortissement (d'annulation) des vitesses angulaires. Sur 
les satellites naturels des planètes (la Lune et les satellites de Jupi- 
ter et de Saturne énumérés au commencement de cet essai) le rôle 
d'amortisseur est joué par les moments des forces de frottement des 
marées qui, au cours de l’évolution millénaire, ont «ralenti» la 
rotation de la Lune et de certains autres corps célestes [6.2]. Quant 
aux spoutniks, l’amortissement de leurs rotations initiales demande 
la mise en action d’une force de frottement de nature élastique, magné- 
tique, etc., susceptible de dissiper l'énergie cinétique de la rotation. 

Pour la stabilisation passive, on peut utiliser non seulement le 
champ de gravitation mais aussi les propriétés stabilisatrices du pro- 
fil aérodynamique, du champ magnétique terrestre, voire la pression 
de radiation du Soleil. 

Pour la première fois le système de stabilisation gravitationnelle 
a été proposé en U.R.S.S. par D. Okhotsimski en 1956 [6.34]. On 
trouve dans la littérature la description des systèmes de stabilisation 
passive de plusieurs satellites artificiels déjà mis en orbite (6.7, 6.8]. 
On trouve une étude détaillée de la dynamique des systèmes de sta- 
bilisation passive dans les travaux de V. Sarytchev [6.9] et d'autres 
auteurs. 


6. Oscillations non linéaires 


Sorti par la force des choses de son état d'équilibre relatif, le 
satellite commence à osciller dans l’espace autour de sa position 
d’équilibre relatif. Ces oscillations ne sont pas faciles à mettre en 
équations. La méthode d’analyse la plus usitée est la suivante. Sup- 
posons que les écarts par rapport à la position d'équilibre soient 
très petits, de même que les vitesses angulaires des oscillations. 
Au lieu des équations exactes du mouvement, on peut alors consi- 
dérer des équations approchées, ne contenant aucun terme petit 
d'ordre supérieur à 1. Il importe que la solution de ces équations 
linéaires reste bornée au cours d’un temps indéfini. En effet, une so- 
lution non bornée contredit l'hypothèse de départ selon laquelle les 
oscillations sont petites. Si donc les oscillations sont bornées et 
restent aussi petites que l’on veut à la suite d’un écart initial arbi- 
trairement petit, il semble logique de supposer que les conditions de 


*) Ce qualificatif est employé pour souligner la différence avec les systè- 
mes actifs où la stabilité est obtenue par des moteurs-fusées, des volants et 
d’autres moyens actifs dont la mise en œuvre consomme inévitablement une 
fraction de l'énergie emmagasinée à bord du satellite. 
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stabilité de l’état d'équilibre initial se trouvent vérifiées toutes les 
fois que les oscillations linéaires sont bornées. 

Or, les travaux de A. Liapounov ont clairement montré que des 
« conditions de stabilité » pareilles, déduites à partir d'équations 
linéaires, ne sont pas toujours, loin s’en faut, de « vraies » condi- 
tions de stabilité. Dans certains cas les équations linéaires semblent 
indiquer que le mouvement non perturbé (équilibre) initial est 
stable, alors qu’en réalité il n’en est rien. Notre exemple sur les 
oscillations tridimensionnelles d’un solide (satellite) dans le champ 
gravitationnel illustre par excellence la situation décrite. 

Considérons les oscillations du satellite en orbite circulaire au- 
tour de sa position d'équilibre relatif. Pour que les oscillations li- 
néaires restent bornées, il faut alors [6.1] ou bien que les conditions 
déjà connues 


B>A>C (6.6.1) 
soient vérifiées, ou bien que soit vérifié un système de conditions 
B<C<A, 


RS RIT E és 


C [B—C B 
165) (5-1) >0 

Les inégalités (6.6.1), (6.6.2) sont les conditions nécessaires de 
la stabilité de l'équilibre. Un équilibre stable vérifie nécessaire- 
ment les conditions (6.6.1), (6.6.2). Or, tout mouvement vérifiant 
(6.6.1), (6.6.2) n’est pas nécessairement stable. Nous avons montré 
plus haut que si les conditions (6.6.1) ont lieu (nous dirons: dans le 
domaine I), l’équilibre relatif est effectivement stable. Les condi- 
tions (6.6.1) sont les conditions suffisantes de la stabilité. 

Si les conditions (6.6.2) jouent, on ne peut pas en dire autant du 
mouvement (c’est le domaine II). Pour cerner la nature du mouve- 
ment dans le domaine II, ainsi que pour étudier de plus près le mou- 
vement dans le domaine I, on est obligé d'examiner des équations 
d’oscillations non linéaires. De pareils effets non linéaires ont été 
envisagés par les chercheurs américains J. V. Breakwell et R. Pringle 
[6.10]. Nous allons décrire brièvement leur méthode et les résultats 
qu'ils ont obtenus. 

La fonction figurant dans le premier membre de (6.3.3) est le 
hamiltonien du problème examiné. Après quelques transformations, 
elle se laisse mettre sous la forme 


H=+ + (E+ ain) + (E Loin) + 
++ (Ein) + AU Œ, np. (6.6.3) 
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Tci n; sont des variables angulaires caractérisant des oscillations dites 
normales, et &; les impulsions respectives. La partie explicitée de 
H (hormis H)) correspond justement aux oscillations linéaires de 
fréquences w,, w,. ©; (exprimées en fonction des moments d'inertie 
du satellite). Le signe positif dans (6.6.3) et dans la suite se rapporte 
au domaine Î, et le signe négatif, au domaine II, défini respective- 
ment par (6.6.1) et (6.6.2). 

Quant à A0), on n’y trouve que des termes petits d’ordre stricte- 
ment supérieur à 2 en Ë;, n;. Supprimant ces termes, on peut utiliser 
le reste du hamiltonien pour la déduction des équations linéarisées 
du mouvement. Leur solution peut s’écrire comme suit : 


D 


1h = En sino(t+f;), E=V 2e cos, (rt + Bi) 


G 


79  _ 
1)o == L TE sin Ca (T —+ B>), En = V2 cos Ca (T + Bo), (6.6.4) 
= sine (t+ By, = Vas cos, (r+ pb). 


Ici + est le « temps » et «;, B; les constantes d'intégration. 

Remarquons que les &; sont proportionnelles aux carrés des am- 
plitudes des oscillations. n, (t) définissant les oscillations longitu- 
dinales (dans le plan de l'orbite) et n, (t), n, (x) les oscillations trans- 
versales du satellite. 

Cherchons maintenant la solution des équations exactes du mou- 
vement correspondant au hamiltonien complet (6.6.3). Elle sera 
cherchée aussi sous la forme (6.6.4), à ceci près que «;, B; ne sont 
déjà plus des constantes mais des fonctions du temps, fonctions 
qu'il s’agit de déterminer. Une telle méthode de variation des 
constantes conduit aux équations différentielles 


œi _ OH (a;, Bi +) dB; _  OHU)(œ;, B;, +) ë 
RE SE OC CU a 


Ici on entend par A0) la partie H(9 de (6.6.3) où les &;, n, sont rem- 
placées par leurs expressions (6.6.4). 

Ces équations, bien connues en mécanique (voir par exemple [6.111), 
se prêtent aisément à l'analyse, grâce à leur écriture canoni- 
que. Si HU = 0, il ressort immédiatement de (6.6.5) que «; = Cte, 
B; — Cte, ce qui correspond aux oscillations linéaires (6.6.4). Au 
contraire, pour tout A = 0, la solution de (6.6.5) définit aussitôt 
la non-linéarité des oscillations sous forme explicite. 

Si les oscillations ne diffèrent pas beaucoup des oscillations li- 
néaires, H) est petit, et les équations (6.6.5) peuvent être analysées 
par une méthode asymptotique, à savoir la méthode de la moyenne. 
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J1 se trouve alors que la valeur moyenne 


T 
HW — lim — | HS) dt = Ù, 
0 


T— > 


à moins que les fréquences w, ne soient en résonance 


n;03 = 0, 


ARE 


1 


où », sont des entiers quelconques (dont l’un — n’importe lequel — 
peut être nul). Autrement dit, les formules (6.6.4) avec &,, B; cons- 
tants définissent avec grande précision le mouvement réel en dehors 
des voisinages des résonances. Par contre, au voisinage d’une réso- 
nance il n’en est pas ainsi; la valeur moyenne de H() est non nulle. 
Supprimons tout terme de H() petit d'ordre autre que 3. Sont. 
possibles alors les résonances suivantes du troisième ordre : 


() w3 = 2w,, ([) ©6s = ©: — ww, (I) w3 = w2 : wi. 


(6.6.6) 


Aucune autre résonance d'ordre 3 ne peut avoir lieu. Le mouvement 
au voisinage des résonances (6.6.6) a été analysé dans le travail 
déjà cité [6.10]. 

Considérons par exemple la résonance (1) de (6.6.6). Soit 
E = &©s — 20, le « désaccord » de la relation de résonance (1). Alors 
les équations (6.6.5), dans l’e-voisinage de la résonance (1) de (6.6.6), 
admettent en première approximation (au sens de la moyenne) les 
intégrales premières 


a: = Cte, f, = Cte, (6.6.5) 

2 — : 7 
H*=—a — a* Va, cos w; (B3 F Bi) FT. aï—=Cte, (6.6.8) 
C = n* +a, = Cte (6.6.9) 


dans lesquelles 


& sé... 2 F & 
aa ET Bi = Ah Fer 
La constante a dans (6.6.8) ne dépend que des moments d'inertie. 
Soit O = &; (Ps F Bi). I1 découle alors de (6.6.8) et de (6.6.9) que 


# 
cos D — RTS Eo = — è (6.6. 10) 
ai V+(C--a?) ad; 
Ici À, est une constante d'intégration proportionnelle à H*. 
L'équation (b.6.10) permet de construire les courbes intégrales 
dans le plan a°,0 et d’étudier le mouvement. Considérons d’abord 
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le domaine I répondant à (6.6.1) (signe positif dans (6.6.10). La 
figure 6.4 montre les courbes intégrales pour deux cas: |& | > VC 


et [eo | < VC. Nous voyons que dans le premier cas les petites 
oscillations de « l'amplitude » «&; restent d’abord faibles: cela est 
normal, car l'inégalité | e, | >> V C montre que le mouvement est 
loin de la résonance et, par suite, diffère peu du cas linéaire (c'est- 
à-dire du cas où «i = Cte). Au contraire, si le désaccord | e, | est 


suffisamment réduit (| e, | < VC, le mouvement est au bord d’une 


a) b) 


Fig. 6.4. Caractéristique amplitude-phase du mouvement dans le domaine I 
(conditions suffisantes de la stabilité) : a, cas d non-résonance; b, cas de réso- 
nance 


résonance), la quantité «ï, faible à l’origine, tend à croître sensible- 
ment avec le temps comme le montre 1e figure 6.4, b, à moins que 
C = «3 ne soit excessivement petit. 

Autrement dit, s’il y a résonance, les écarts initiaux par rapport 
à la position d'équilibre dans le plan de l'orbite mènent à une aug- 
mentation très prononcée des valeurs angulaires (initialement petites) 
des oscillations transversales. En vertu de l'intégrale (6.6.9), il se 
produit d’abord un « transfert » des oscillations du plan de l’orbite 
dans le plan transversal, puis un « transfert » inverse. C’est le cher- 
cheur américain T. R. Cane qui a découvert ce phénomène en faisant 
l'intégration numérique des équations exactes du mouvement [6.12]. 
Plus tard, Breakwell et Pringle ont donné une explication [6.10] 
aux effets découverts par Cane. 

Sur les figures 6.5 et 6.6 tirées de [6.12] on voit les variations dans 
le temps de l'angle représentatif des oscillations transversales d’un 
satellite. Les données initiales sont les mêmes pour les deux figures, 
mais la figure 6.5 illustre un cas de résonance et la figure 6.6 un cas 
de non-résonance. Si dans le second cas l'amplitude des oscillations 
reste en dessous du demi-degré, elle dépasse allègrement 20° dans 
le premier! 

Tel est le rôle de la résonance. Il convient de noter cependant que 
les balancements des oscillations en cas de résonance n'’affectent na- 


OSCILLATIONS NON LINÉAIRES 167 


Pays rad 


[æ] 
nn 
eq 
ESS 
ae — "©" 


el NM 


20 25 30 35 40 45 
No:nbre ac révolutions 


Fig. 6.5. Oscillations transversales sur orbite circulaire en cas de résonance 
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Fig. 6.6. Oscillations transversales sur orbite circulaire en cas de non-résonance 
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turellement pas la stabilité au sens de Liapounov, démontrée précé- 
demment, de l'équilibre relatif du satellite. En effet, que ce soit 
la résonance ou non, on peut toujours prendre dans (6.3.6) et (6.3.8) 
un », tellement petit que l’amplitude des oscillations restera en 
dessous de n’importe quelle valeur donnée à l'avance. La seule dif 
férence c’est que ce choix est conditionné beaucoup plus rigourense- 
ment s’il y a résonance que s’il n’y en a pas. 

Passons au domaine II. Les signes dans (6.6.10) sont négatifs. 
Les « portraits » amplitude-phase du mouvement dans ce domaine 


b) 


Fig. 6.7. Caractéristique amplitude-phase du mouvement dans le domaine 11 
(conditions nécessaires de la stabilité) : a. cas de non-résonance | & | > VIC|; 


b, cas de résonance |& | < VICI 


sont représentés sur la figure 6.7, a, b. On voit que loin d'une réso- 


nance (|e, | > V | C |) le mouvement peut rester borné (fig. 6.7. a). 
Or, dès que Îl’on pénètre dans le voisinage d’une résonance 


(le IV 1C 1). le mouvement devient non borné (fig. 6.7. b)! 
Telle est la différence qualitative entre le cas où le mouvement vé- 
rifie les conditions (6.6.2) (nécessaires) et celui où il vérifie les con- 
ditions (6.6.1) (suffisantes). 

La meilleure façon de comprendre les courbes de la figure 6.7 
est la suivante. Aussi faible que soit le désaccord | €, | 5 O entre 
fréquences, on arrive toujours à trouver des données initiales 


VICI< 1e, 1!) telles que le mouvement reste borné; le seul cas 
où cela s'avère impossible est | e, | — 0, c’est-à-dire le cœur même 
de la résonance. Si une résonance a lieu exactement (| e, | = 0), 
le mouvement dans le domaine IT est nécessairement non borné (à 
l’approximation consentie près). Donc, les oscillations longitudinales 
et transversales croissent simultanément comme le montre l’inté- 
grale (6.6.9). Tout cela permet d'affirmer qu’un mouvement qui 
vérifie seulement les conditions nécessaires de la stabilité (6.6.2) 
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ne peut être vraiment stable que si ses fréquences ne sont pas en 
résonance ; s’il y a résonance, la stabilité devient précaire. 

Cette conclusion est bien sûr approximative (puisque notre ana- 
lyse l’est). Or, certains travaux de mathématiques [6.13, 6.14] permet- 
tent de tirer une conclusion plus rigoureuse. Il se trouve que si les 
seules conditions nécessaires de la stabilité sont vérifiées et les ter- 
mes dominants du hamiltonien (6.6.3) constituent une forme quadra- 
tique qui n'est pas définie positive, l’équilibre risque d'être instable 
lorsque les fréquences des oscillations linéaires vérifient rigourense- 
ment une relation de résonance d'ordre impair. 

Ainsi donc, la stabilité dégagée des équations linéaires demande 
encore à ètre démontrée (par exemple par la construction de la fonc- 
tion de Liapounov). Autrement, elle risque de s'avérer fallacieuse. 
Elle peut disparaître en cas de résonance. L'analyse des oscillations 
du satellite autour de sa position d'équilibre relatif en est une preuve 
tangible. 

Remarquons que pour les tâches pratiques de stabilisation d'un 
satellite. on ne considère que le domaine I (6.6.1) des conditions 
suffisantes de la stabilité. L'introduction des forces dissipatives con- 
fère à la stabilité dans ce domaine un caractère asymptotique. Intro- 
duites dans le domaine IT (6.6.2), les forces dissipatives compromet- 
tent la stabilité et écartent le satellite de sa position d’équilibre véri- 


fiant (6.6.2). 


7. Rotations rapides 


Les moments gravitationnels étant relativement « faibles », la 
mise en régime oscillatoire par gravitation du satellite autour de sa 
position d'équilibre relatif ne peut avoir lieu, comme nous l'avons 
vu, que si la vitesse angulaire du satellite est relativement petite. 

Que deviennent les oscillations si la vitesse angulaire initiale 
du satellite est assez grande (comme c'est très généralement le cas) ? 
Alors, les moments des forces extérieures (par exemple des forces 
de gravité) affectent si faiblement la rotation initiale du satellite 
qu'on peut supposer sans erreur excessive que la rotation initiale 
se poursuit par inertie d'une façon inchangée. La rotation d’un solide 
par inertie autour de son centre de masse est bien connue en méca- 
nique: c’est ce qu’on appelle « mouvement d’Euler-Poinsot ». Or. 
quoique faible, la perturbation exercée par les moments des forces 
extérieures est persistante. Les petites perturbations de la rotation 
initiale du satellite peuvent s’accumuler et, à la longue, changer 
notablement le mouvement en comparaison avec le mouvement 
initial. Le problème est clair: il s’agit d'analyser l'évolution du 
mouvement d'Euler-Poinsot sous l'action des petits moments des 
forces perturbatrices (comme on analyse en théorie des orbites l’évo- 
lution des trajectoires képlériennes sous l’action des petites forces 
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perturbatrices). Remarquons que les perturbations peuvent aussi 
être de nature non gravitationnelle. 

Le mouvement d'Euler-Poinsot (que nous appellerons parfois 
« mouvement non perturbé ») se laisse décrire avec une extrême 
simplicité dans un cas particulier important, à savoir lorsque le sa- 
tellite est un solide dynamiquement symétrique. On entend par là 
que, parmi les trois moments d'inertie centraux principaux du satel- 
lite, deux sont égaux. Soit par exemple À = BC. L'axe du 


Fig. 6.8. Précession régulière 


moment d'inertie C sera appelé axe de symétrie dynamique ou axe 
longitudinal du satellite. Dans le texte qui suit, nous partons juste- 
ment de ce cas élémentaire. 

On apprend en mécanique rationnelle que le mouvement d’Euler- 
Poinsot pour un solide dynamiquement symétrique est sa précession 
régulière. Décrivons ce mouvement (fig. 6.8). Si p, g, r sont les 
composantes de la vitesse angulaire absolue du satellite suivant les 
axes d’inertie centraux principaux Oz’, Oy”’, Oz”, le vecteur moment 
cinétique L aura pour composantes Ap, Bq, Cr suivant les mêmes 
axes. L’axe Oz’ est longitudinal. Il se trouve qu'en mouvement 
d'’Euler-Poinsot Le vecteur moment cinétique L est constant en grandeur 
et en direction dans l’espace absolu (L = Cte). En précession régulière, 
la composante de L suivant l’axe longitudinal du satellite est cons- 
tante, Cr = Cros. L'’axe de symétrie du satellite tourne autour du 
vecteur moment cinétique en gardant un écart angulaire constant Ÿ 
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et une vitesse angulaire constante Ÿ: en même temps, le satellite 
« tourne» autour de son axe longitudinal en gardant une vitesse 


angulaire constante ®. Le satellite « valse » autour de son vecteur 
moment cinétique, tel un danseur infatigable sur le parquet ciré 
de la salle de danse *). 


L’angle Ô sera appelé angle de nutation, et les vitesses angulaires 


v et ®, vitesse de la précession et vitesse de la rotation propre respective- 
ment. La position du vecteur moment cinétique peut être définie 
dans l’espace par la donnée de deux angles constants p et ©. La pré- 
cession régulière se laisse décrire alors par six paramètres 


L, p, 6, 8, Ÿ, +. (6.7.1) 


Les quatre premiers sont constants et les deux derniers varient 


uniformément dans le temps (avec des vitesses constantes Ÿ, ®). 

A présent, « branchons » les moments des forces perturbatrices. 
Les quatre premiers paramètres (6.7.1) cessent d'être constants en 
général, et les paramètres p, commencent à varier dans le temps 
d'une façon non linéaire. Il s’agit précisément de dévoiler l’allure 
de la variation ou évolution des paramètres (6.7.1) dans le temps 
sous l'effet des moments perturbateurs. Nos paramètres (6.7.1) sont 
analogues aux éléments osculateurs en dynamique des orbites: 
on doit donc tout d’abord écrire les équations différentielles « en 
éléments osculateurs » pour les paramètres (6.7.1). 

Considérons par exemple les perturbations apportées par le 
potentiel gravitationnel (6.1.6). Les quantités y, y’, y” qui y figurent 
doivent être exprimées en fonction de nos nouvelles variables (6.7.1). 
Il se trouve que pour À = B le potentiel ne dépend pas de q, de sorte 
que 


U = U (0, 5, 8, 4, of). (6.7.2) 


Le fait que U dépende explicitement du temps s'explique par le 
déplacement du satellite en orbite avec la vitesse angulaire moyenne 
w, et, si l'orbite est non circulaire, aussi par le fait que la valeur 
du rayon vecteur actuel À intervenant dans l'expression (6.1.6) de 
U est, elle aussi, une fonction (périodique) du temps, À = R (wit). 
Le potentiel U est une fonction 2x-périodique par rapport à chacun 
de ses arguments, si bien qu'on a par exemple U (p + 2x) = U (1), 
U (ot + 21) = U (wit), etc. 


*) C'est Nam Tum Po, à l’époque boursier de thèse à l'Université de Lénin- 
grad, qui a appliqué le terme « valser » aux satellites, 
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V. Béletski a montré en 1962 [6.15, 6.1] que les équations écrites 
« en éléments osculateurs » se présentent en l’occurrence sous la forme 


dE de _ 1 à 
dt 0? dt  Lsinp 600 ? 

PE ôU 
“dt  Lsino (5 CSP : ’ (6.7.3) 
dt L : 


cos Ê = Cro/L. (6.7.4) 


Ces équations sont valables non seulement pour les perturbations 
gravitationnelles mais aussi pour toute perturbation relevant d'une 
fonction de forces du type (6.7.2). (Sous certaines conditions ce 
peuvent être des moments aérodynamiques, des moments magné- 
tiques, des moments des forces de pression de radiation.) La grandeur 
n'est pas mise en équation dans (6.7.3) car les seconds membres ne 
dépendent pas de œ et l'équation pour œ@ pourra être intégrée séparé- 
ment (par une simple quadrature, après que le système (6.7.3) aura 
été intégré). Tout revient donc à intégrer le système (6.7.3) de quatre 
équations différentielles du premier ordre (compte tenu de la relation 
finie (6.7.4). 

S'il n'y a aucun moment perturbateur, on a U = Ü et les équa- 
tions (6.7.3) donnent L — Lo (auquel cas il ressort de (6.7.4) que 


8 = 8,), p = 00 0 = 0,4, Ÿ = Ly/A = Vo ce qui correspond pré- 
cisément au mouvement non perturbé, c'est-à-dire à la précession 
régulière. Supposons que de petites perturbations U soient en jeu, 
si petites que L/A > max | U |/L; alors les variables Z, p, © dans 
(6.7.3) seront lentes et la variable rapide, au sens des méthodes 
asymptotiques. Pour la discussion de ces équations, nous pourrons 
utiliser avantageusement la méthode déjà connue de passage à la 
moyenne suivant la variable rapide. Remarquons qu'en réalité les 
équations (6.7.3) contiennent deux variables rapides + et t = of. 
Or, ÿ varie généralement avec une vitesse de l’ordre de { à 10 deg:s, 
et t, avec une vitesse de l’ordre de 0,05 à 0,07 deg/s; il est donc 
légitime de supposer que et t ne soient pas en résonance (c’est-à-dire 


que les fréquences 1, et w soient incommensurables). ce qui permet 
de faire la moyenne suivant # seulement. 
Soit 


= | Ua. (6.7.5) 
0 
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Rappelons que, l/ étant une fonction périodique de +, on a 
2x 


d 


a | dt = ge {0 (22) — UC (0) = 0. 
(u 


Le système (6.7.3) et l'égalité (6.7.4) nous donnent alors aussitôt 
les relations 


L = Lys, cos Ÿ = cos 6,, (6.7.6) 
df Lu 1 foot TA 
Der {Sr cotgo+ — colg b} (6.7.7) 


et un système canonique de deux équations différentielles 


de _ 1  oÙ do l CI 


A Dao oo dt Lans (6.7.8) 


& Reste à intégrer deux équations (6.7.8), après quoi la vitesse 
de la*précession perturbée se déduira (avec le petit appoint figurant 


Un point à la surface du satellite 


a) b) 


Fig. 6.9. « Figures de la valse »: a, mouvement non perturbé; b, mouvement 
perturbé 


entre accolades dans (6.7.7)) à partir de (6.7.7). On peut tirer de 

1.6)-(6.7.8) une conclusion essentielle que voici [6.16, 6.15]: 

Le mouvement perturbé d’un satellite dynamiquement symé- 
trique dans un champ dérivant du potentiel (6.7.2) est une préces- 
sion quasi régulière, caractérisée par une vitesse modifiée (6.7.5), 
dont l'effet est une rotation de l’axe de symétrie du satellite avec 
un écart angulaire constant Ÿ, autour de son vecteur moment ciné- 
tique L qui garde une grandeur constante. L'effet principal des per- 
turbations est la variation de la direction du vecteur 1 dans l'espace, 
décrite par les équations (6.7.8). 

Bref, la « figure de la valse» du satellite représentée sur la 
figure 6.8 se trouve compliquée seulement par la lente variation de la 
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direction du vecteur L. Les schémas de la figure 6.9 représentent les 
deux « figures de la valse », non perturbée et perturbée. 

Les équations fondamentales du mouvement perturbé (6.7.8) 
seront appelées équations d'évolution. 


8. L'auteur cherche à intimider le lecteur 


Loin, au loin sur les plages du Tchad. 
Vague la fine girafe. 
N. Goumiliov 


L'auteur trouve que les équations d’évolution (6.7.8) sont vrai- 
ment fines. Et pas tellement à cause de leur forme que parce que le 
mouvement perturbé est entièrement maîtrisé par ces deux équations 
fort simples (donc élégantes). Cette élégance pourtant n'est qu’illu- 
soire. En effet, avant de pouvoir s’en servir, on est obligé d'expliciter 
la formule (6.7.2) de la fonction de forces U. Or, cette formule n’est 
point simple, au contraire elle est fort encombrante. Le mécanicien 
chercheur se sert quelquefois dans son travail d'outils bien laids et 
biscornus. Comme quoi tout moyen est bon pour connaître la vérité. 

Rien que pour bien faire entrer cette idée dans la tête du lecteur, 
nous allons écrire l'expression (6.7.2) sous forme explicite. La voilà : 
en laissant dans (6.1.6) les termes essentiels pour l'étude du mouve- 
ment autour du centre de masse et en posant À = B, on obtient 
U = + ET (1 e cos v} (4 --C) y’? (6.8.1) 


ou 


1 


pt fine 04 L sine p Bout 0—1) + 


+ sin? p (3 cos? 8 — 1) cos 2 (v — 0) + 
+ sin pcos p sin Ÿ cos & sin + — sin? Ÿ sin? p cos 24; + 
++ sin Ÿ cos Ÿ sin p (1 + cos p) sin (ÿ— 2v + 20) — 


— sin Ÿ cos Ÿ sin p (1 — cos p) sin (Ÿ + 2v — 20) — 


— _ sin? Ô (1 + cos p}? cos (21 — 2v + 20) — 


—— sin? Ô (1 — cos p)? cos (21% — 2v — 20). 


Il est à noter que l’anomalie vraie v est liée au temps sans dimension 
Tt = Got par la formule 


v e Vi—e 


1—e 
T = 2 arctg Vi tg "2 1+ecosv Sin v. (6.8.2) 
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Dans les formules (6.8.1), (6.8.2) e est l’excentricité de l'orbite et 
&, = l/*a-%/ le moyen mouvement sur l'orbite de demi-grand 
axe a. Les angles p et © ont des valeurs parfaitement concrètes : p est 
l'angle compris entre le vecteur moment cinétique L et la normale n 
au plan de l'orbite. et © est l’angle mesuré dans le plan de l'orbite 
entre la direction du péricentre de l'orbite et la projection du vecteur 
L sur le plan de l’orbite. 

J'espère que la vue des formules (6.8.1), (6.8.2) n'aura pas inti- 
midé le lecteur outre mesure. Si je ne me retenais, je me ferais un 
plaisir d'expliciter [” pour un solide à trois axes (4 = B = C) *). 


9. Notation explicite du mouvement perturbé 


Pour déduire de l'expression (6.8.1) de L’ l’expression de U qui 
intervient dans les équations d’évolution (6.8.1), il suffit de « se 
délester » de tous les termes où une fonction trigonométrique de 1 
apparaît en facteur. De toute façon ces termes seront « escamotés » 
par la mise en moyenne dans (6.7.5). S'étant débarrassé des termes 


indiqués, on remarque que Ü se présente déjà sous une forme beau- 


coup plus simple. Malheureusement, U reste une fonction explicite 
du temps (par l’entremise de v). Cette propriété fâcheuse fait que les 
équations (6.7.8) ne se prêtent pas à l'intégration. 

Dans cette situation, deux issues sont possibles : 

1° une solution particulière: si l’orbite est circulaire (e = 0), 
les équations (6.7.8) se laissent réduire à une forme intégrable par 
la substitution x = v — © [6.1, 6.15]; 

2° une solution générale : quelle que soit l'orbite, on peut consi- 
dérer t comme une variable rapide et procéder de nouveau par une 
méthode asymptotique en passant à la moyenne suivant T dans les 
seconds membres des équations (6.7.8). 


Choisissons la seconde méthode. Au lieu de U, on doit porter 
alors dans (6.7.8) 


. ; 27 ; 271 27 
Or \Ud= | {Cayar 
0 0 0 


Cette intégrale se calcule sans peine en prenant v au lieu de t: en 
effet, l’ dépend explicitement de v et 

dr , (ee 

hrs Neue cos v)? av. 


*) Les rotations rapides sans résonance d’un satellite à trois axes dans le 
champ gravitationnel ont été étudiées par F. Tchernoussko [6.17]. 
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Après avoir transformé ÜU comme décrit, on déduit de (6.8.1) 
LE 3 
C=<s Te A — 0) {+ sint 0 + 


+ _ sin* p (3 cos? Ü — 1)} . (6.9.1) 


Portons (6.9.1) dans (6.7.8) au lieu de Ù ; il vient aussitôt [6.16, 6.1] 


d 3 A—C 0 » € , 
0 = Po: — To RE (3 cos? D, — 1) cos ps. (6.9.2) 


La constance de p découle de la première équation (6.7.8), parce 


que U ne dépend pas de ©: tous les termes en © de (6.8.1) seront 
filtrés après deux mises en moyenne. Ainsi donc, le mouvement 
perturbé du vecteur moment cinétique dans le champ gravitationnel 
n’a rien de sorcier : le vecteur moment cinétique précessionne autour 
de la normale n au plan de l'orbite en gardant un écart angulaire p, 
constant de la normale et une vitesse angulaire (6.9.2) constante. 
Rappelons que, dans sa « danse » sur l'orbite, le satellite précessionne 
régulièrement autour du vecteur moment cinétique conformément 
aux formules (6.7 .6) et (6.7.7). Dans cette dernière formule on doit 


mettre désormais Ü au lieu de U : la vitesse angulaire de la précession 


Ÿ devient alors rigoureusement constante. 

Si le mouvement non perturbé se réduit à une simple rotation 
autour de l’axe de symétrie (c’est un cas particulier de la précession 
régulière), on a 8, = 0 et L = Cr,; c'est précisément ce cas que 
l’on examine en mécanique céleste classique (précession de l'axe 
terrestre sous l’action des attractions solaire et lunaire). Les formules 
(6.9.2) se réduisent dans ce cas particulier aux formules classiques 
de la vitesse de précession de l’axe de la Terre. On sait que la période 
de cette précession n’est pas courte : elle est de 26 000 ans... En ce 
qui concerne les spoutniks, les effets sont beaucoup plus « pesants, 
grossiers, visibles » *) : la période de la précession du vecteur moment 
cinétique calculée d’après (6.9.2) ne dépasse pas quelques jours. 


10. Pégase 


Nous avons oublié — ou presque — que l’orbite du satellite 
changera elle-même d’une façon notable pendant ces quelques jours. 
En effet, nous avons vu dans les premiers essais qu’à cause de la 
forme aplatie de la Terre le plan de l'orbite du satellite tournv 
(précessionne) autour de l’axe terrestre avec la vitesse 


ait eR4 - FF. 
A + cos i = =kQ (6.10.1) 


*) Expression de Maïakovski. (W.d.T.) 
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(c'est la vitesse du mouvement du nœud ascendant $} de l'orbite) 
et que, de surcroît, l'orbite pivote dans son propre plan avec la 
vitesse 


do = (5cosi—1)=KX, (6.10.2) 


dt 2 


(c'est la vitesse du mouvement du péricentre w, de l'orbite) *). 
La simplicité remarquable du mouvement perturbé (6.9.2) du vecteur 
moment cinétique tient tout bonnement au fait que nous avons omis 
l’évolution de l’orbite définie par (6.10.1), (6.10.2). Or, un calcul 
effectué par exemple suivant la formule (6.10.1) montre qu'une orbite 
typique d’un satellite aura tourné de 360° dans l’espace au bout de 
10 à 12 jours. 

L'auteur a examiné l'influence de l’évolution de l'orbite sur celle 
de la rotation et de l'orientation du satellite dans ses travaux [6.16, 
6.19], puis en a déduit une théorie complète dans [6.1] compte tenu 
des différents moments de forces exercés sur le satellite. S. Trouchine 
a ajouté quelques détails élégants à notre théorie dans son essai 
16.20]. Conformément aux résultats dégagés dans tous les travaux 
énumérés, mettons en équations le mouvement perturbé du vecteur 
moment cinétique : 


+ = +ÆQsinisin >, 
(6.10.3) 
— = 2K, cos p—K9 (cos i— sin i cotg p cos ©). 


Ici la constante 


__ 3 (4—C)o F 
Kz=—7 LG —ep/s (9 cos 0 — Î) 


et la constante KQ est définie par (6.10.1). La variable p a le même 


sens qu'auparavant, et la nouvelle variable Z est liée à notre variable 


ancienne © par la relation 
>: = 0 + OO — — à 

Remarquons en passant que pour un satellite triaxial (4 << BC) 
les équations d’évolution s’écrivent tout aussi bien sous la forme 
(6.10.3), à ceci près que le coefficient constant Æ, se calcule par une 
formule plus compliquée, établie par F. Tchernoussko [6.17]. 

La signification des équations (6.10.3) est facile à saisir. Considé- 
vons la sphère céleste (fig. 6.10) en y marquant l'équateur céleste. 


*) Les notations utilisées dans (6.10.1) et (6.10.2) sont les suivantes: 
R çq rayon équatorial de la Terre (6371 km) ; p, demi-paramètre focal de l'orbi- 


te; à, inclinaison de l'orbite sur l'équateur; e — 0.0016331, paramètre sans 
dimension introduit pour tenir compte de l’aplatissement du globe terrestre. 
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son intersection avec le plan de l'orbite et la trace du vecteur moment 
cinétique L. Supposons que le moment des forces de gravité soit nul 
(comme tous les autres d’ailleurs). Alors le vecteur L reste immobile 
dans l’espace absolu (dans le système de coordonnées XYZ dont l’axe 
X est dirigé sur le point vernal et l’axe Z sur le pôle Nord du monde) 
mais change sa position par rapport à l'orbite à cause de l’évolution 
de cette dernière. Autrement dit, les angles p et o définissant la 
position du vecteur L par rapport à l'orbite changent en raison de la 


Lisne des noeuds 


Fig. 6.10. Positions relatives du vecteur moment cinétiqueet de l'orbite : Z, direc- 
tion du pôle Nord du monde; X, direction du point vernal; n, normale au plan 
de l'orbite; L, vecteur moment cinétique ; OIT, rayon vecteur du périgée de l’or- 
bite ; 1, projection de L sur le plan de l'orbite ; l», ligne de référence de l'angle Y 


variation des angles £} et w, qui définissent la position de l’orbite. 
En regardant bien la figure 6.10, on s’assure que la variation de 
l'angle w, (déplacement du péricentre de l'orbite dans son plan) 
n’affecte pas l’angle p (entre la normale n au plan de l'orbite et la 
direction de L) mais fait changer en revanche l’angle o : tout accrois- 
sement Aw, entraîne un accroissement Ao — —Aw.. 

Il y a donc intérêt à remplacer © par un autre angle qui ne dépende 
pas du mouvement du péricentre. Ce peut être par exemple la somme 
O + w, qui détermine la position angulaire de la projection 1 du 
vecteur L sur le plan de l'orbite par rapport à la ligne des nœuds. 
Cet angle reste inchangé malgré les déplacements du périgée. Or, il 
est préférable d'introduire l'angle Z = © + w, — n/2, afin de 
pouvoir mesurer l’angle de rotation du vecteur L à partir du « point 
le plus haut » de l'orbite (sur la figure 6.10 est montré l'angle —©). 


12° 
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De cette façon les angles p, Z sont insensibles au déplacement du péri- 
gée de l'orbite. Par contre, ils sont sensibles au déplacement du nœud 
de l'orbite. On peut calculer les vitesses de leur variation: 


dp \ ne Ce 
(SE) =Kasnisins, 


di | a 
(=). = —KQ (cos i — sin icotgpcos À), 
où À, est la vitesse du mouvement du nœud de l'orbite (voir (6.10.1) 


ci-dessus). L’angle Z change, en outre, avec la vitesse (6.9.2) sous 
l'effet du moment gravitationnel. En faisant la somme de toutes les 
vitesses de variation de p d’abord, de Z ensuite, nous obtenons les 
deux équations d’évolution (6.10.3). 

Il est possible de mettre ces équations sous forme canonique 
seconds membres indépendants du temps, qui donneront lieu 
une intégrale première de (6.10.3): 


kA9 (cos ë cos p + sin i sin p cos Z) — À, cos® p = h4. (6.10.4) 


à 
à 


Ici À, est une constante d'intégration. L'équation (6.10.4) définit 
une famille de trajectoires possibles p (Z, k,) de l'extrémité du 
vecteur moment cinétique. Il est naturel que pour À = 0 ce soit 


un ensemble de petits cercles p = p, (le long desquels L précessionne 
sous l'effet des moments gravitationnels), et pour X, — 0, un 
ensemble de petits cercles À = À,, où À est l'angle entre Let la direc- 
tion Z du pôle du monde (fig. 6.10). (En effet, si l'influence des 
moments cravitationnels cesse, le vecteur L reste fixe dans l’espace 
et donc l’angle À est constant.) Par contre, si KO et K, sont tous les 


deux non nuls, la famille de trajectoires (6.10.4) devient beaucoup 
plus compliquée. Toutes les trajectoires sont fermées et symétriques 
par rapport au grand cercle Z = 0, x. Comme le montrent les seconds 
membres des équations (6.10.3), ces méridiens portent les points fixes 
(pôles) de la famille des trajectoires de coordonnées Z = 0, x, p = 
= 9,, Où p, vérifie l'équation 


K, sin 2p9: — KQ sin (P, Æ i) = (. (6.10.5) 
I1 y a deux ou quatre points fixes, suivant les valeurs de à et du 
paramètre x — —K/KQ- C’est ainsi que pour | x | > 1 il y a tou- 
jours exactement quatre points fixes, quelle que soit la valeur de i. 
D'une façon tout à fait exacte [6.14], il y a deux points fixes si 
| 24 [Ÿ$ << sin*/$ i + cos*/* i 
et quatre points fixes si l'inégalité est inverse. 


Les courbes de la figure 6.11 illustrent approximativement la 
variation de p. en fonction de à définie par (6.10.5) pour un x > 1 
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fixé (sensiblement égal à 1,1). Le trait continu montre l’ensemble 
des valeurs de p, correspondant aux pôles stables des trajectoires, 
et le trait interrompu, aux pôles instables. Prenant une section i — 
— Cte, nous voyons qu'à toute 
valeur fixe de i, à l'exception 
de 0° et de 90°, correspond une 
famille de trajectoires à trois 
pôles stables et à un pôle 
instable. Un pôle (stable) est 
toujours porté par le méridien 
È = x, et les trois autres par 
le méridien Z — 0. Ces trajec- 
toires se présentent comme il 
est montré sur la figure 6.12. 
En examinant ce tableau, 
nous remarquons qu’au voisi- 
nage du point singulier 7 le 
mouvement est sensiblement Fig. 6.11. Position angulaire p. du pole 
« gravitationnel » : il ressemble des trajectoires en fonction de l'inclinai- 
à une précession « irrégu- son à de l'orbite pour x > 1 
lière » du vecteur moment ciné- 
tique autour de la normale au plan de l'orbite. Au vosinage du point 
singulier 4, le mouvement est tout autre: l’extrémité du vecteur L 
décrit une courbe fermée allongée autour du point 4 qui appartient au 


Fig. 6.12. Famille des trajectoires suivies par l'extrémité du vecteur moment 
cinétique 


méridien © = x et qui est situé près du plan de l'orbite. Mieux: 
un tel mouvement persiste, quelque grande que soit la valeur de 
| zx | (à condition qu'elle reste finie). Bien que petit devant l'influence 
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des moments gravitationnels (X,), l'effet provoqué par le déplace- 
ment du nœud de l'orbite (X N) engendre toujours une famille de 


trajectoires au voisinage du point 4 très différentes des trajectoires 
du type gravitationnel. Pour | X,|>]|X Q | les pôles Z et 3 se 


rapprochent des points p = 0 et p = x respectivement, tandis que 
les pôles 2 et 4 auront la coordonnée p sensiblement égale à x/2. Mais 
la zone du mouvement « non gravitationnel » persiste cependant 
sous la forme d’un « isthme » étroit de part et d'autre du plan de 
l'orbite ; sa largeur ne tend vers zéro que pour x —> oo. 

Telle est l'influence inattendue et manifestement non triviale 
de l’évolution de l'orbite sur celle du mouvement autour du centre 


Latitude orbutale de L 


-60 
320 340 360 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 
Longitude orbitale de L 


Fig. 6.13. Trajectoire suivie par l’extrémité du vecteur moment cinétique du 
satellite Pegasus. Les résultats théoriques sont montrés en trait continu, et les 
résultats de l'observation, par les petits triangles. Les chiffres affectant les 
points de la courbe indiquent les jours de vol à partir du début de l’année 1965 


de masse. Ces effets sont décrits plus en détail dans le livre [6.1] 
(chapitre 9, $ 4; voir aussi le chapitre 8). 

Maintenant il est temps d’expliquer pourquoi le nom du fameux 
cheval ailé figure au titre de ce n°. Qu’a-t-il à voir avec l'évolution 
du mouvement ? Il se trouve que le mouvement d’un satellite artifi- 
ciel americain autour de son centre de masse correspond très exacte- 
ment aux résultats que nous venons d'exposer ; or ce satellite se pré- 
nomme Pegasus. Le caractère de l’évolution de ce mouvement a été 
déterminé par des moyens expérimentaux *) et confronté avec les 
données théoriques dans le travail de deux chercheurs américains 
[6.21] **). Le Pégase en question était influencé principalement par 
le moment gravitationnel et le déplacement du nœud de l'orbite, 


*) Nous examinerons ces moyens de plus DEEE daus notre douzième essai. 
**) La théorie exposée dans [6.21] reprend des résultats antérieurs com- 
muniqués dans [6.1, 6.17]. 
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si bien que l’évolution de sa rotation doit être conforme aux équations 
(6.10.3). Sur la figure 6.13 tirée de [6.21] on voit en trait continu 
la trajectoire de l’extrémité du vecteur moment cinétique du satellite 
Pegasus calculée d'après les équations (6.10.3) ; les triangles marquent 
les positions observées. On voit que les triangles s'’alignent exacte- 
ment suivant une courbe ovale exotique distendue le long du plan 
de l'orbite, courbe qui correspond au mouvement suivant une des 
trajectoires au voisinage du point 4 sur la figure 6.12. 


11. Lune, Mercure, résonances. .. 


Les équations (6.7.3) dans lesquelles la fonction de forces U 
est définie par (6.8.1) ont une forme particulière répondant aux oscil- 
lations du satellite dans le plan de l'orbite p = 0, 8 — 90°, o = o,. 
Dans ce cas il ne reste dans (6.7.3) que deux équations 


en (6.11.1) 


“dt db? dt À 
équivalentes à une équation unique du second ordre 
dt AU 1 : 
dans laquelle 
ire —( Le cos v) (A—C)cos (2h —2v+ 204). (6.11.3) 


Nous avions supposé que Ÿ était une variable rapide. Maintenant 
ce n’est plus obligatoire; en revanche, nous supposerons que la 
différence des moments d'inertie À — C est petite, si bien que le 
satellite est sensiblement dynamiquement sphérique. Ce cas est 
important pour les satellites naturels et les planètes. 

Si 4 — C = 0, la solution des équations (6.11.1) ou (6.11.2) 
définit une rotation uniforme: 


D = QT +ÿn T = @ot. (6.11.4) 


Si la différence À — C'est non nulle mais petite, on peut chercher 
une solution de (6.11.2) proche de la rotation uniforme (6.11.4) par 
des méthodes asymptotiques (en assimilant la différence des moments 
d'inertie au petit paramètre). F. Tchernoussko a fait une telle recher- 
che dans son travail 16.22]. Cherchons la solution des équations (6.11.1) 
sous la forme (6.11.4), où w, est une nouvelle variable. 

Il est commode de remplacer Ÿ, par une autre variable 6 liée à 
Ÿ, d'une façon linéaire: 


26 = x + 2 (0, + Yo). 
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Soit en outre Q — m/2. Il vient 


oU dU e m e C2 ce 
ape on os 0 D 0: 
U = — + q DU ({ +ecos v)*(A —C) cos (mTt—2v + 26). 


Pour obtenir une solution asymptotique on doit faire la moyenne 
de U suivant + et porter la valeur obtenue dans (6.11.1). Or, si m 
prend une valeur non entière, le résultat de la mise en moyenne sera 
nécessairement nul: la rotation du satellite sans résonance ne diffère 
pas d’une rotation uniforme. Si m prend une valeur entière, U est 
une fonction périodique de v, auquel cas 


I 
_— 1 | 1 dt 
0 0 
La mise en moyenne donne alors comme résultat 
U = + v (A —C)®,, (e) cos 26, | 
. a | (6.11.5) 
De ar À (eco) Im (id. | 
0 


où t (v) se calcule suivant la formule (6.8.2), et l'équation du mouve- 
ment (6.11.2) se 2. en 
d°Ô 
dt? 


Ch, (e) sin 26 — 0. (6.11.6) 


On montre que nn Fe reste vraie pour un satellite tri- 
axial, quitte à remplacer au dénominateur le moment d'inertie À 
par le troixième moment d'inertie Z. L’équation (6.11.6) est très 
importante; nous allons décrire ses principales propriétés et les 
résultats qui en découlent. 

1° Cette équation est analogue à celle des oscillations d’un pen- 
dule composé. 

20 Elle est intégrable. Son intégrale première — intégrale de la 
demi-force vive — s'écrit 


+ AË+ À D,, (e) (4—C) sin? 8 = ho. (6.11.7) 


Cette formule permet de construire dans le plan 6, 6 un diagramme 
dit portrait de phase des trajectoires, c’est-à-dire les courbes de varia- 


tion de 6 (6, ho) pour diverses valeurs fixées de h,. On voit un tel 
portrait sur la figure 6.14 ; il représente le cas où D,, (e) (4 — C) > 0. 
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3° D'après la signification géométrique de l'angle 6, si Ô — 0 
ou Ô — x lorsque le satellite passe au périgée, l’axe de son moment 
d'inertie C est orienté parallèlement au rayon vecteur du périgée. 
En regardant le portrait de phase, on conçoit que pour ®,, > 0 le 
régime de rotation est stable si le satellite au périgée est allongé sui- 
vant le rayon vecteur (4 = C), et pour ®,, << 0, s’il est allongé 
parallèlement au vecteur vitesse (4 << C). 


4 Le plan de phases 6, 6 a un domaine de « mouvement rotatif » 
dans lequel l'angle à croît ou décroît de façon monotone en fonction 


2h A-C 
ô (e] 
"E > 3, à 
-2ho A-C 


7 | 
2h, A - 
MO TN Ml 
3x 28 
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Fig. 6.14. Portrait de. phase 


O! 


du temps, et un domaine de « mouvement oscillatoire » où l'angle à 
oscille. Ce dernier domaine sera appelé zone de résonance. Sa largeur 


est 
< A—C 
(Blmas = V/ 3 À On (e). 


5° Dans la zone de résonance toute oscillation Ô (rt) se laisse 
décrire en termes de fonctions elliptiques de module 


| 
k?= sin? 2? Oo + roi 


de sorte que 


sinô=#sn 14 3 3 1€ @, (e) Fu (T— 7) + Fo, k|, 
max no — 


Cette oscillation a comme période sans dimension 
r— 4K (k) 


Æ 2% o 


où ÆÀ (k) est une intégrale elliptique totale de première espèce. 
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6° La fréquence des petites oscillations autour de la position 
stable est 


a — 
= 5) IC, (e). 

Remarquons maintenant que si l’orbite est circulaire (e = 0), on a 
D, = 0 pour m quelconque, sauf m = 2. Dans ce dernier cas la 
période de rotation propre est exactement égale à la période de révo- 
lution. Nous savons déjà que c’est le cas de la Lune. 

Le seul mouvement stable admettant des résonances en orbite 
circulaire est un mouvement du type lunaire. Il est curieux que pour 


Fig. 6.15. Courbes des fonctions ®, (e) et ®, (e) 


e = 0 on a ®, (0) = 1, l'équation (6.11.6) devenant une équation 
exacte des oscillations planes du satellite autour de sa position d'équi- 
libre relatif. Dans ce cas, l’équation (6.11.6) peut être déduite de 
façon rigoureuse, sans passer à la moyenne. L'’angle Ô est alors compté 
entre l’axe d'inertie du satellite et le rayon vecteur du point repré- 
sentatif actuel de son centre de masse. Nous voyons qu’un mouvement 
du type lunaire (nm = 2) peut aussi avoir lieu en orbite elliptique. 
Il existe en outre en orbite elliptique une infinité de mouvements 
stables avec résonances qui répondent à des valeurs entières diffé- 
rentes de m. De tous les mouvements possibles avec résonances, ce 
sont le mouvement du type lunaire (m — 2) et le mouvement du type 
mercurial (nm —= 3) qui nous préoccupent. La figure 6.15 montre les 
courbes des fonctions ®, (e) et ®; (e) [6.22, 6.23]. Pour des petites 
valeurs de e on a 


e? ei 
®, (e) = 1—5 Dre ..) 


Ds (e)= 7 5 — 193 +. 
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(6.2, 6.22]. Pour m > 3 les résonances deviennent de moins en 
moins importantes (du moins, tant que l’excentricité reste faible) 
à mesure que m croît. car ®,, (e) — e”-*. 

Une rotation stable du type lunaire est illustrée sur la figure 6.16. 
Si l’excentricité est faible, le satellite au périgée a son axe longitudi- 
nal parallèle au rayon vecteur. Or, si e > 0,682, un satellite en 
rotation stable « s’allonge » au périgée le long du vecteur vitesse. 
Quant à Mercure, nous avons déjà mentionné son mouvement avec 
résonances dans le quatrième essai. La vitesse angulaire de sa rota- 
tion propre est exactement 1,5 fois celle de sa vitesse angulaire de 


Fig. 6.16. Rotation du type lunaire Fig, 6.17. Rotation du type mercurial 
( — 


= 9 (m = 


révolution (Q = 3/2). Mercure a une orbite assez excentrique: 
e = 0,206. Pour une telle orbite ®, (e) Æ 0,7, alors que ®, (e) & 0,9. 
Cela signifie que la zone de résonance pour m = 3 (Q — 3/2) a sen- 
siblement la même largeur que pour m = 2 (Q = 1). Au cours de 
son évolution les forces des marées ont ralenti la vitesse angulaire de 
Mercure, si bien qu'il avait toutes les chances de « tomber » en 
résonance pour m = 3 avant d'atteindre la résonance à une vitesse 
angulaire encore plus petite (m = 2); c'est ce qui s'est produit 
effectivement *). Une rotation du type mercurial est illustrée sur 
la figure 6.17. Au péricentre le satellite est toujours allongé suivant 
le rayon vecteur (il tourne tantôt sa « proue », tantôt sa « poupe » 
vers le centre d’attraction), tandis qu'à l’apocentre il s'allonge paral- 
lèlement au vecteur vitesse (et vole tantôt la «proue », tantôt la 
« poupe » en avant). 

Nous venons d'examiner brièvement les rotations planes avec 
résonances dans le champ gravitationnel. En réalité, les mouvements 
avec résonances sont beaucoup plus compliqués, car les corps célestes 
tournent en trois dimensions. Par exemple, le vecteur momen 
cinétique du mouvement de rotation de Mercure fait probablement 


*) Il est extrêmement curieux que les forces des marées n’aient pas permis 
à Mercure de « tomber » en résonance pour m > 3 sans seulement « remuer le 
petit doigt » pour m = 3 [6.2]! 
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un angle d'environ 25° sur la normale au plan de l'orbite [6.2, 6.27]. 
La zone de résonance se rétrécit donc en comparaison avec celle que 
nous venons de définir pour le cas plan. A. Torjevski (6.24, a, b] et 
A. Markéev [6.25] ont effectué une importante série de recherches 
relatives aux rotations des satellites en résonance. 

Nous pouvons donc conclure que l’existence des rotations stables 
des corps célestes en résonance n’est pas un fait du hasard mais découle 
de la nature même des forces de gravité. 


12. Schiaparelli et compagnie 


Il est inutile de souligner que l’étude des rotations avec résonances 
joue un grand rôle en théorie du mouvement des corps célestes natu- 
rels et artificiels. Un exemple classique de résonance 1/1 (la période 
de rotation propre égale à la période de révolution) nous est donné 
avec la rotation de la Lune; or, cette même résonance s'avère extrèé- 
mement importante pour la stabilisation gravitationnelle des satel- 
lites artificiels. Quant à la résonance 3/2, elle n’a jamais été utilisée 
(ni observée) sur les satellites artificiels, mais la découverte d’une 
telle résonance dans le mouvement de Mercure est si instructive 
que nous croyons utile de nous arrêter en quelques lignes sur l'histo- 
rique de cette découverte *). 

Pendant toute une époque on a cru que la rotation propre de 
Mercure est en synchronisme avec sa révolution, c'est-à-dire que 
Mercure tourne en résonance 1/1, à la façon de la Lune. S'il en est 
ainsi, Mercure doit présenter au Soleil à peu près toujours la même 
face. Telle est, du moins, la conclusion tirée en 1889 par Schiaparelli, 
illustre astronome italien **), de ses nombreuses observations de 
Mercure. On sait que Mercure fait une révolution complète autour 
du Soleil en 88 jours. Après avoir analysé ses observations, Schiapa- 
relli a conclu que Mercure fait un tour complet sur lui-mêmeen 
88 jours tout aussi bien. Pendant presque cent ans, jusqu’à 1965, 
les observations des différents astronomes semblaient corroborer le 
résultat de Schiaparelli. 

Avec le développement de la technique, y compris les techniques 
spatiales, il est devenu possible d'organiser une observation foncière- 
ment nouvelle des planètes : la radiodétection. En 1965, une série 
d'observations de Mercure effectuées par radar ont permis aux 
chercheurs américains G. G. Pettengill, R. B. Dyce et I. I. Schapiro 
[6.27, 6.28] de découvrir que la période de rotation propre de Mercure 
est de 59 + 3 jours et non de 88. Le chercheur italien G. Colombo 
(qui a longtemps travaillé aux U.S.A) a remarqué que la période 


*) Voir la littérature, par exemple dans [6.2, 6.26]. 
**) 11 doit sa renommée à la découverte des « canaux martiens » (réseau de 
lignes sombres) en 1877, lors de la grande opposition de Mars. 
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de rotation de Mercure déduite des observations radar constitue 
sensiblement 2/3 de la période de révolution de cette planète 


(+ X 88 = 58,65 jours) et a émis pour la première fois l’idée 


que Mercure tourne en résonance, sa vitesse angulaire de rotation 
étant en rapport 3/2 avec sa vitesse angulaire de révolution. Naturel- 
lement. les données de Schiaparelli et de ses disciples ont dû alors 
être remises en question. Il fut montré que les observations optiques 
ont une marge d'interprétation assez large et qu’une période de rota- 
tion d'environ 59 jours s inscrit parfaitement dans ces observations! 

Ainsi donc, Schiaparelli risque de figurer désormais dans l’histoire 
des sciences sous les traits un peu tristes d'un chercheur qui a commis 
deux erreurs notoires dans l'interprétation de ses propres observations. 
Primo, c'est la découverte de la rotation synchrone de Mercure, qui 
est inexistante; secundo, c'est la découverte des canaux sur Mars, 
qui n'existent vraisemblablement pas. eux non plus *). 

En faisant l'historique de la découverte de la période de rotation 
de Mercure. on ne peut pas passer sous silence les circonstances dans 
lesquelles on a découvert la période de rotation de Vénus. L’épaisse 
atmosphère de Vénus ne permet de mesurer, par les moyens optiques. 
que la période de rotation des hautes couches de l’atmosphère. On a 
constaté que l'atmosphère vénusienne tourne en sens inverse, ce 
qui a permis de présager (à juste raison, comme on le verra plus 
tard) que la planète elle-même tourne aussi en sens inverse. 

En ce qui concerne la période de rotation de Vénus elle-même, 
les siècles passés n’ont apporté rien qui puisse rassasier la saine 
curiosité des nombreux scientifiques **). 

La situation change en 1962, après que des observations radar 
sont réalisées en Union Soviétique (équipe de V. Kotelnikov [6.31, 
6.26]) et aux Etats-Unis (R. L. Carpenter et R. L. Goldstein (6.32, 
6.33]). Elles montrent que Vénus tourne sur elle-même dans le sens 
inverse de sa rotation orbitale et avec une période d'environ 250 jours. 
Son axe est incliné à 1°2 par rapport à la normale au plan de l'orbite. 

Ün peu plus tard la période de rotation est précisée et trouvée 
égale à 243.24 + 0,03 jours, valeur qui se confond à l’erreur de mesure 
près avec la valeur de 243,16 jours pour laquelle Vénus montre la 


*) Les photographies de la surface martienne rapportées par les sondes 
spatiales américaines Mariner 4 (juillet 1965), Mariner 6 (juillet 1969) et 
Mariner 7? (août 1969) frappent par leur ressemblance à la surface lunaire. Des 
zones entières sur Mars sont couvertes d’un réseau de cratères qui rappellent 
ceux de la Lune. Du moins, quelques-uns des fameux « canaux » ont pu être 
identifiés à des chaînes de cratères [6.30]. 

*+) L'auteur de ce livre dispose de preuves matérielles qui montrent que 
sa curiosité à lui ne date pas d'hier: encore en 1948, étant écolier, il a fait parai- 
tre une lettre dans la revue Fizika v chkole, lettre dans laquelle il donnait une 
justification « théorique » de la période de rotation présumée de Vénus fondée 
sur la théorie cosmozonique d'Otto Schmidt qui venait d’être publiée. 
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même face à la Terre à chaque conjonction inférieure *). Ce sont 
probablement P. Goldreich et S. J. Peale qui l’ont compris les pre- 
miers [6.2]. Ainsi donc, la rotation de Vénus est accompagnée par 
une résonance absolument extraordinaire, qui couvre non seulement 
la révolution de Vénus autour du Soleil mais aussi celle de la Terre. 
Pendant la période qui sépare deux conjonctions inférieures consé- 
cutives (583,92 jours) Vénus aura fait cinq tours complets (en sens 
inverse !) dans son système de coordonnées orbitales et quatre tours 
complets dans le système de coordonnées orbitales de la Terre. 


13. Rotation en résonance des corps célestes 
et lois de Cassini généralisées **) 


Les résultats exposés précédemment permettent de conclure que 
la tendance au synchronisme des rotations est une loi objective de la 
nature. 

Les systèmes de stabilisation passive des satellites artificiels 
ne font que profiter de cette tendance. 

La rotation en résonance des corps célestes est l’objet de théories 
spéciales. Ces théories confirment que le synchronisme des rotations 
est effectivement un phénomène intrinsèque de la nature. La théorie 
a permis de démontrer le bien-fondé des lois de rotation de la Lune 
établies empiriquement, dites lois de Cassini, et de déduire les lois 
de Cassini généralisées qui sont applicables par exemple à la rota- 
tion de Mercure. 

Les lois de Cassini généralisées font état d’un synchronisme double 
très délicat (double résonance): premièrement, c’est le synchronisme 
entre la rotation propre d un corps céleste et sa révolution et, deuxiè- 
mement, cest le synchronisme entre le mouvement de l'axe de 
rotation du corps et la précession perturbée de son orbite. 

La Lune est en double synchronisme 1/1 + 1/1, et Mercure en 
double synchronisme 3/2 + 1/1. 

Le double synchronisme décrit par les lois de Cassini généralisées 
est un moyen efficace de stabilisation passive des satellites ; il peut 
assurer par exemple une double stabilisation en orbite des stations 
orbitales. L'auteur se propose de donner, dans les pages qui suivront, 
un bref aperçu de la théorie de la rotation en résonance des corps 
célestes qui a constitué la justification théorique des « lois de Cassini 
généralisées »; en attendant, il ne peut pas résister à la tentation de 
décrire en quelques lignes le personnage fascinant de Jean Dominique 
Cassini. 


*) A la conjonction inférieure le Soleil, Vénus et la Terre se trouvent dis- 
posés sur une même ligne droite; Vénus et la Terre sont du même côté du Soleil. 

” Dans les n°5 13 et 16 du présent essai nous reprenons dans ses grandes 
lignes le texte de notre rapport de synthèse présenté au symposium de Säo 
Paulo [6.35] sur la dynamique des satellites (Brésil, 1974). 
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Jean Dominique (Giovanni Domenico) Cassini (8.VI. 1625, Perinaldo, — 
14.1X.1712, Paris), d'origine italienne, fut membre de l’Académie des scien- 
ces de Paris, premier directeur et fondateur d'une dynastie de directeurs de 
l'Observatoire de Paris. Les membres de la dynastie vécurent longtemps (Jean 
Dominique, 87 ans; son fils Jacques, 79 ans; son petit-fils César François Cassini 
de Thury, 70 ans; son arrière-petit-fils Dominique, dernier directeur de la 
dynastie, 97 ans), travaillèrent beaucoup et léguërent à la postérité une énorme 
quantité d'ouvrages, de découvertes... ct d'erreurs. 

On se perd dans l'océan des textes signés Cassini. (11 y eut d'ailleurs dans la 
dynastie un Cassini botaniste, mais qui faisait aussi de l'astronomie.) Cela fait 
qe tous les textes ne sont pas pour ainsi dire attribués au bon Cassini. Les 
écouvertes de Jean Dominique furent parfois portées au crédit de Jacques, et 
les erreurs de Jacques imputées à Jean Dominique. Un autre exemple : on ren- 
contre souvent dans la littérature des affirmations selon lesquelles Jacques 
Cassini était fermement persuadé que la Terre est allongée (et non aplatie aux 
pôles). D'autres auteurs attribuent cette erreur à Jean Dominique. 

C'est indéniablement le fondateur de la dynastie qui est le personnage le 
plus remarquable de toute la pléiade. Il eut probablement un vif tempérament 
italien de polémiste. Né après la découverte des lois du mouvement des planètes 
par Kepler, Jean Dominique Cassini crut néanmoins de son devoir d'avancer 
ses propres idées sur les trajectoires des corps célestes. Il imagina des courbes 
sophistiquées du quatrième ordre, connues en mathématiques sous le nom 
d'ellipses de Cassini ou de cassinoïdes. Ses ellipses perpétrèrent son nom. mais — 
hélas !— sans aucun rapport avec le problème qui intriguait l'inventeur. Con- 
temporain de Newton, il ne croyait ni à la loi de l'attraction newtonienne, ni 
même, selon certaines rumeurs — horribile dictu |— à la théorie de Copernic. 

Ce ne sont pourtant pas ces jugements erronés qui firent la renommée de 
J. D. Cassini. 11 fut un excellent observateur, et les résultats de ses observations 
ne cessent de tourmenter les théoriciens depuis trois siècles. 11 découvrit un vide 
séparant les anneaux de Saturne (« division de Cassini »). On commence à com- 
prendre aujourd'hui que ce vide est un effet des résonances. Il découvrit les lois 
fondamentales de rotation de la Lune (« lois de Cassini ») ; trois cents ans plus 
tard, on montrera que ces lois sont intimement liées au phénomène de la réso- 
nance. Les satellites saturniens : Rhéa, Téthys, Dioné, Japet, furent identifiés 
par Cassini. De nos jours, on a montré que la rotation de ces satellites est un 
exemple de l’action des résonances. Directement ou indirectement. le nom de 
Cassini se trouve donc toujours associé au problème le plus brûlant de la méca- 
nique céleste contemporaine: la résonance. 

Grand savant de son temps, J. D. Cassini eut beaucoup de disciples et 
fonda non seulement une dynastie directoriale mais toute une école de mathé- 
maticiens et d'astronomes. Par exemple, quatre Français, anciens élèves de 
Cassini, furent envoyés plus tard (en 1685) par Louis XIV comme missionnaires 
en Chine, restèrent auprès de l'empereur Kang-Hi de la dynastie Tsin et le 
firent profiter de leurs services et conseils éclairés. Un de ces quatre mathémati- 
ciens du Roi et élèves de J. D. Cassini, François Gerbillon, participa aux négo- 
ciations de Nertchinsk avec la mission diplomatique russe de F. Golovine, 
à titre de conseiller et interprète du côté chinois, et contribua activement à la 
signature de l’Accord de Nertchinsk, en 1689. 

Je suis attiré par la personnalité de Jean Dominique Cassini. ce personnage 
bizarre et contradictoire, resté dans l’histoire de la science avec ses erreurs sub- 
jectives et son rôle scientifique objectivement progressiste. La biographie de 
Cassini est mal connue. Et c'est dommage, car il vécut à une époque fort inté- 
ressante, fut invité par Louis XIV à Paris et très probablement fit fureur à la 
cour du Roi-Soleil. Une des obligations de l'astronome du Roi était. soit dit 
en passant, de faire le « recyclage scientifique » des courtisans. Les belles dames 
trouvaient du piquant à faire des visites à l'Observatoire de Paris pour y admirer 
le ciel étoilé: « Oh, quelle nuit délicieuse j'ai passé avec monsieur Cassini... » 
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Revenons cependant à notre théorie. Pour être efficace, la théorie 
des rotations en résonance des corps célestes doit révéler et mettre à 
profit 

a) le facteur stabilisateur qui maintient le corps céleste en régime 
de résonance d’une façon stable: 

b) le facteur dissipatif qui détermine la mise en résonance d’un 
corps animé initialement d'un mouvement de rotation quelconque. 

Le facteur stabilisateur est constitué par les moments gravita- 
tionnels exercés sur le corps par d’autres corps célestes. Comme 
facteur dissipatif, on envisage les phénomènes des marées dans le 
système solaire et d’autres forces dissipatives possibles. 

Nous allons décrire successivement le raisonnement qui a conduit 
a la construction de la théorie de la rotation avec résonances des 
corps célestes. Ce raisonnement sera appliqué au cas le plus connu 
et étudie, à savoir la rotation de la Lune. 

En 1693, Cassini établit les lois suivantes de la rotation de la 
Lune (6.36. 6.37]: 

19 La Lune tourne uniformément autour d'un axe immobile se 
trouvant dans son corps, avec une période qui coïncide avec celle 
de la révolution de la Lune autour de la Terre. 

20 Le plan de l'équateur lunaire garde une inclinaison constante, 
égale à 1°32”,1, sur l’écliptique. 

30 Le nœud ascendant de l'équateur lunaire sur l'écliptique 
coïncide toujours avec le nœud descendant de l'orbite lunaire sur 
l’écliptique. 

Il faut dire que ces lois ne cessent d’étonner. En vertu de la 
troisième loi de Cassini, les trois plans — ceux de l’écliptique, de 
l'équateur lunaire et de l’orbite lunaire — viennent se couper tou- 
jours suivant une même droite. Cela est d'autant plus étonnant que 
deux plans sont mobiles! 

On voit sur la figure 6.18 un schéma illustrant les lois de Cassini. 
Puisque l’orbite de la Lune est inclinée à i Æ 5°09’ sur l’écliptique, 
il ressort de la deuxième et de la troisième loi de Cassini que le vecteur 
vitesse angulaire axiale © de la Lune est normal à la ligne des nœuds 
et fait un angle p Æ 6°41’ avec la normale n au plan de l'orbite 
lunaire. 

Depuis Lagrange et Laplace, les lois de Cassini ont toujours 
constitué l’ossature de la théorie de la libration lunaire [6.38, 6.39]: 
on a étudié des équations linéarisées du mouvement susceptibles de 
donner une solution proche du mouvement cassinien. La théorie 
linéaire classique utilise un résultat empirique: la petitesse de 
l’angle entre l’axe de rotation de la Lune et l’axe de l’écliptique, 
ainsi que la petitesse de l’inclinaison de l'orbite lunaire sur l’éclip- 
tique. 

Développant les idées classiques, Ch. Khabibouline a proposé 
sa théorie quasi linéaire de la libration lunaire ([6.40] et autres 
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travaux; voir aussi un exposé de cette théorie dans [6.41]). Cette 
théorie explique certains effets peu évidents relatifs aux oscillations 
non linéaires de la Lune par rapport à son centre de masse. C’est 
pourtant un autre aspect du problème qui nous préoccupe mainte- 
nant : nous ne nous intéressons pas tellement aux écarts de la Lune 
par rapport au « mouvement cassinien » mais plutôt à la déduction 
des lois de Cassini elles-mêmes (et de leurs généralisations possibles 
en tant que lois de la nature) à partir des équations du mouvement. 


Fig. 6.18. Illustration des lois de Cassini 


Les lois de Cassini, éminemment empiriques, ne sont pas confor- 
mes aux équations exactes du mouvement et, de ce fait, n’ont pu 
être déduites à partir des équations non linéaires exactes du mouve- 
ment. 

Le fait même que le mouvement « cassinien » existe dans la nature 
est un argument en faveur de la stabilité (dans un sens à préciser) 
de ce mouvement. Îl existe probablement des équations non liné- 
aires approchées, mais assez semblables aux équations exactes, pour 
lesquelles les mouvements « cassiniens » stables sont des mouvements 
stationnaires. De telles équations sont proposées et analysées dans 
les travaux de V. Béletski [6.14, 6.42]. M. Lidov et A. Neichtadt 
ont entrepris une étude indépendante en cette matière dans leur 
travail commun [6.43]. Ce problème a été évoqué antérieurement en 
partie par G. Colombo [6.44] et S. J. Peale [6.45]. 

Certaines études plus récentes du mouvement des corps dans le 
champ gravitationnel (6.1, 6.4, 6.16, 6.17, 6.19, 6.20, 6.22, 6.24, b] 
ont permis de construire des équations non linéaires qui possèdent 
les propriétés requises. 

Ce sont des équations de la première approximation au sens des 
méthodes asymptotiques de la mécanique non linéaire (méthode de 
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la moyenne). Elles ont été construites sans négliger aucun des facteurs 
essentiels qui déterminent la rotation de la Lune: la rotation dans 
l'espace du plan de l'orbite lunaire (mouvement séculaire du nœud 
de l'orbite lunaire provoqué par les perturbations de la part du 
Soleil), l'influence des moments gravitationnels terrestres, les ré- 
sonances causées par le synchronisme de la rotation et de la révo- 
lution. L'emploi des méthodes asymptotiques est justifié par la 
petitesse des moments gravitationnels (l’ellipsoide d'inertie de la 
Lune a une forme sensiblement sphérique). Les mêmes facteurs sont 
pris en considération — mutatis mutandis — dans le cas de Mercure. 

Un modèle non linéaire sensiblement conforme aux lois de Cassini 
est donné par l’équilibre relatif stable d’un corps en orbite circulaire 
non perturbée (fixe dans l’espace) que nous avons décrite dans les n°6 2 
à 4 du présent essai (voir fig. 6.3). 

L'équilibre relatif n’est autre qu’un synchronisme en rapport 
1/1 de la rotation propre et de la révolution du corps. 


En équilibre relatif le corps oriente d’une manière stable un de 
ses axes vers le centre d’attraction. Ce fait est utilisé largement dans 
les systèmes de stabilisation passive par gravitation des satellites 
artificiels de la Terre. Le satellite en orbite est stabilisé de telle 
façon que l’une de ses faces soit tournée constamment vers la Terre, 
« de la même manière que la Lune » dit-on souvent. Cette dernière 
remarque n'est pas tout à fait conforme à la réalité. Il est vrai que 
l'équilibre relatif vérifie la première loi de Cassini. Par contre, les 
deux autres lois de Cassini ne sont pas vérifiées. 

La deuxième et la troisième loi de Cassini tiennent compte de 
l'évolution de l'orbite lunaire perturbée par des forces extérieures, 
principalement par l'attraction du Soleil, et plus exactement de 
l'effet de rotation du plan de l'orbite lunaire. L'effet en question 
consiste dans la précession de la normale au plan de l'orbite lunaire 
autour de la normale à l’écliptique avec la vitesse angulaire [6.36] 
K ci 1934°08'31" en 36 525 jours éphémérides (100 ans). (La pé- 


riode du mouvement du nœud est donc 18,6 ans environ.) La deu- 
xième et la troisième loi de Cassini signifient que, dans ce mouvement, 
l'axe de rotation de la Lune, la normale à l’écliptique et la normale 
à l'orbite lunaire se trouvent toujours dans un même plan sans se 
confondre (fig. 6.18). C’est là la différence entre les lois de Cassini 
et la « loi de l'équilibre relatif ». Aux termes de cette dernière l’axe 
de rotation de la Lune se confond avec la normale au plan de son 
orbite. En réalité l'écart angulaire de l'axe de la Lune par rapport à 
la normale au plan de son orbite est non négligeable : elle est égale 
à 641’. 

D'après la deuxième et la troisième loi de Cassini, le plan con- 
tenant l’axe de rotation de la Lune et la normale à l'orbite lunaire 
est toujours normal à la ligne des nœuds, c’est-à-dire qu'il tourne 
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avec la vitesse angulaire KQ autour de la normale à l'écliptique. 


De cette façon l’axe lunaire est « asservi » au mouvement de la 
normale à l'orbite lunaire. | 

Autrement dit, on est en présence d'un nouveau synchronisme 
1/1 entre la période du mouvement (précession) de l'axe lunaire 
dans l’espace et la période de la précession de l'orbite lunaire. 

Un tel mouvement de l'axe lunaire peut être assimilé à son 
immobilité dans un système de coordonnées qui tournerait avec la 
vitesse angulaire XL autour de la normale à l’écliptique. 

V. Béletski a analysé en 1958-1965 (6.16, 6.19, 6.1] les mouve- 
ments rapides d’un satellite sous l’action des moments gravitation- 
nels, compte tenu de l’évolution de son orbite due aux perturbations 
extérieures. Ces mouvements ont été analysés en déduisant et en 
discutant des équations d'évolution suffisamment voisines des équa- 
tions exactes et susceptibles de brosser un tableau qualitatif et 
quantitatif assez fidèle du mouvement réel. Le résultat de cette 
analyse a été brièvement exposé dans le n° 10 du présent essai. Il a 
été montré que le satellite est animé d’un mouvement non perturbé 
autour du vecteur moment cinétique qui, constant en module, se 
déplace lentement dans l’espace. L'extrémité du vecteur moment 
cinétique décrit une courbe fermée dans le système de coordonnées 
tournant dont un axe est colinéaire à la ligne des nœuds de l'orbite 
du satellite, et un autre axe — celui de la rotation — se confond 
avec la normale au plan de l'orbite. On voit sur la figure 6.12 l'allure 
des courbes suivies par l’extrémité du vecteur moment cinétique *). 

Je tiens à souligner que le caractère fermé des courbes suivies 
par l'extrémité du vecteur moment cinétique dans le système de 
coordonnées qui tourne avec l'orbite manifeste une tendance à la 
mise en synchronisme des rotations de l'orbite et du vecteur moment 
cinétique. Dans les travaux [6.16, 6.19, 6.1] ce résultat est rattaché 
non seulement aux effets gravitationnels mais aussi magnétiques 
et aérodynamiques. 

Un cas particulier du mouvement décrit est la rotation axiale 
du solide autour de l’axe d'inertie central principal qui se confond 
avec la direction vers le point singulier 3 de la figure 6.12, b ou 
vers un autre point stationnaire quelconque. L'allure des courbes 
suivies par l'extrémité du vecteur moment cinétique au voisinage 
de cette direction (fig. 6.12, b) montre clairement que ce mouvement 


*) Dans [6.16, 6.19, 6.1] nous avions considéré un solide dynamiquement 
symétrique. Cependant les résultats obtenus se laissent généraliser sans peine 
à un solide triaxial, grâce à la contribution de F. Tchernoussko [6.17]. Dans 
cet article, datant de 1963, l’auteur s'applique à analyser les rotations rapides 
d'un satellite triaxial dans le champ gravitationnel, sans tenir compte de l'évo- 
lution de l'orbite. Dans les travaux postérieurs de certains auteurs américains 


LS So à 6.48] sont redécouverts les effets démontrés dans [6.16, 6.17, 
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particulier est stable, au sens de la stabilité de l’axe considéré. Il y 
a mieux: ce mouvement particulier vérifie au sens généralisé la 
deuxième et la troisième loi de Cassini; G. Colombo l'a fait remarquer 
en 1966 [6.44]. Dans ce même travail G. Colombo a avancé et justifié 
l’idée que les lois de Cassini généralisées peuvent s'appliquer à d’au- 
tres corps célestes que la Lune, tels que Mercure ou Japet. 

Or, c'est la méthode même de l’analyse qui fait que le mouve- 
ment décrit dans [6.16, 6.19, 6.1] ne vérifie pas la première loi de 
Cassini. En construisant les équations d’évolution, on a supposé 
l'existence d’un petit paramètre, à savoir du rapport de la vitesse 
angulaire de révolution à la vitesse angulaire de la rotation propre 
du corps. La seconde est donc par hypothèse très supérieure à la pre- 
mière et ne peut jamais être égale à l’autre, ce qui contredit la pre- 
mière loi de Cassini. 

On peut cependant introduire le petit paramètre d’une façon 
différente. Profitons du fait que l’ellipsoiïde d'inertie de la Lune 
est proche d’une sphère, c’est-à-dire que les moments d'inertie de la 
Lune ne diffèrent pas beaucoup entre eux. C’est F. Tchernoussko 
qui, en 1963, a écrit et analysé les équations d'évolution correspon- 
dantes, sans tenir compte de l’évolution de l'orbite [6.17]. Les 
équations indiquées restent valables pour toute vitesse angulaire de 
rotation du satellite (à condition qu’il n’y ait pas de résonance), y 
compris des vitesses voisines de sa vitesse angulaire de révolution. 
Ajoutant à ces équations les effets de l’évolution de l'orbite décrits 
dans {6.16, 6.19, 6.1], on retrouve la même propriété du mouvement 
qu'auparavant. À savoir: le satellite est animé d'un mouvement 
(presque) non perturbé autour de son vecteur moment cinétique, 
tandis que ce dernier, constant en module, décrit dans l’espace des 
trajectoires illustrées sur la figure 6.12. Dans un cas particulier, le 
vecteur moment cinétique se confond avec un axe d'inertie central 
principal du satellite et — par la même occasion — avec la direc- 
tion vers un point stationnaire (voir fig. 6.12), la vitesse angulaire 
de la rotation propre du satellite étant très exactement égale à sa 
vitesse angulaire de révolution. Un tel mouvement satisfait formel- 
lement toutes les trois lois de Cassini. 

Or, le cas particulier du mouvement que nous venons de décrire 
a un caractère formel, car il ne remplit pas la condition de non- 
résonance admise par hypothèse. Stable au sens de la deuxième et 
de la troisième loi de Cassini, ce mouvement est instable vis-à-vis de 
la première : toute variation de la vitesse angulaire de la rotation 
propre est conservée, si bien que la Lune pourrait enfin montrer à la 
Terre — dans un avenir éloigné peut-être — sa face cachée ... 

La première loi de Cassini dit que le mouvement de la Lune est 
accompagné d'une résonance : les vitesses angulaires de la rotation 
propre et de la révolution de la Lune sont entre elles dans le rapport 
1/1. Les mouvements qui présentent des résonances ou qui se produi- 
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sent au voisinage d'une résonance ont certains traits spécifiques; 
les équations d'évolution définissant des mouvements pareils sont 
plus difficiles à établir qu'en l'absence de toute résonance. Dans 
les constructions décrites jusque-là, les résonances n'ont pas été 
prises en considération. 

Dans son travail de 1963 [6.22] exposé dans le n° 11 du présent 
essai, F. Tchernoussko déduit et analyse une équation fort utile 
qui décrit les rotations planes avec résonances des corps célestes 
naturels et artificiels dont l’ellipsoïide d'inertie est proche d'une 
sphère. Plus tard, en 1968-1969, A. Torjevski analysera les mouve- 
ments tridimensionnels avec résonances d’un satellite dans le champ 
gravitationnel [6.24], sans tenir compte de l’évolution de l'orbite. 
Ces deux auteurs montrent que le mouvement perturbé n'est pas 
aussi simple que dans le cas de non-résonance. Il existe cependant 
des mouvements stationnaires où le satellite tourne autour d’un 
axe d'inertie central principal (le vecteur moment cinétique, cons- 
tant en module, se confond avec cet axe), tandis que le mouvement 
du vecteur moment cinétique par rapport à l'orbite immobile (sans 
évolution) est analogue au mouvement qu'il effectue par rapport à 
une telle orbite dans les cas de non-résonance. De plus, un tel mouve- 
ment est stable (sous certaines conditions) vis-à-vis des perturbations 
de la rotation propre: c’est cette propriété qui manquait dans les 
constructions précédentes sans résonance. Parmi les mouvements 
stationnaires stables analysés par A. Torjevski, on trouve un cas 
qui convient parfaitement à notre analyse : il s’agit d'une résonance 
1/1 entre fréquences orbitale et axiale pour un solide dont tous les 
moments d'inertie sont sensiblement les mêmes. 

En faisant la synthèse des constructions mentionnées [6.1, 6.15 
à 6.17, 6.19, 6.22, 6.24], on aboutit naturellement à des « mouvements 
cassiniens » stables (au sens des équations d'évolution) vis-à-vis des 
trois lois de Cassini. A la limite, quand la vitesse de la précession 
de l'orbite tend vers zéro, on obtient un équilibre relatif sous les 
conditions de stabilité énumérées dans [6.4], ainsi que dans [6.1]. 

Remarquons, en outre, que pour l'orbite lunaire la dérive du 
périgée est notablement plus grande que celle du nœud. Le périgée 
tourne avec la vitesse angulaire X,, — 4069°02"03” en 36 525 jours 
éphémérides (donc avec une période d'environ 8,85 ans). Conformé- 
ment aux résultats de S. Trouchine publiés en 1970 [6.20], on peut 
croire que la dérive du périgée ne compromet pas le caractère station- 
naire du mouvement, au moins dans les termes dominants du poten- 
tiel perturbateur. 

Les idées exposées ont été réalisées dans les travaux de l’auteur 
[6.14] et [6.42]. 

Epargnant au lecteur les méandres de l’appareil formel, nous 
citerons seulement quelques résultats de l'étude effectuée dans 
[6.14] et [6.42]. S'il désire connaître les détails, le lecteur peut con- 
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sulter les publications ([6.49, 6.50] ou notre livre plus récent [6.511]. 

En fonction des valeurs prises par les paramètres, les équations 
d'évolution (mises en moyenne) du mouvement établies dans (6.14] 
et [6.42] admettent soit deux, soit quatre types de mouvements 
stationnaires. En chacun de ces mouvements le nœud ascendant de 
l'orbite se confond soit avec le nœud ascendant, soit avec le nœud 
descendant de l’équateur du satellite, suivant les valeurs des para- 
mètres. Tous ces mouvements peuvent être qualifiés de « cassiniens ». 
On distingue les mouvements directs où l’angle p, entre le vecteur 
moment cinétique et la normale au plan de l'orbite est proche de 0 
(c'est le « mouvement cassinien » au sens propre), les mouvements 
rétrogrades (p, est voisin de x) et les mouvements « renversés » 


(Po +). En mouvement direct la rotation est de même sens que 


la révolution, et en mouvement rétrograde c’est le contraire. 

Lois de Cassini généralisées. Soit un solide 
dont l’ellipsoïde triaxial d'inertie est proche d’une sphère; le centre 
de masse du solide se déplace avec la vitesse angulaire moyenne wo 
par rapport au centre d'attraction suivant une orbite qui ne diffère 
d’une orbite képlérienne que par une précession constante de la nor- 
male au plan de l’orbite autour d’un axe de précession immobile dans 
l’espace et par une rotation constante du demi-grand axe de l'orbite 
dans son propre plan. Le centre d'attraction exerce des moments 
gravitationnels sur le solide. 

J1 existe alors, parmi les mouvements possibles du solide, des 
mouvements qui, en première approximation (au sens des méthodes 
asymptotiques de la mécanique non linéaire), vérifient les lois de 
Cassini généralisées suivantes [6.14, 6.42, 6.51]: 

1° Lesolide tourne uniformément autour de son axe central principal. 
La vitesse angulaire de sa rotation est proche d'une valeur de résonance : 


wo (la Lune), TT (Mercure) *). 


2° L'axe de la rotation angulaire du solide et la normale au plan 
de son orbite forment un angle constant p,. Pour des valeurs fixées des 
paramètres du solide et de l'orbite, l'angle p, peut prendre éventuelle- 
ment soit deux, soit quatre valeurs. 

3° L'axe de la rotation propre du solide, la normale au plan de 
son orbite et l’axe de la précession de l'orbite sont contenus dans un 
même plan. 

On doit y ajouter une « loi de la phase constante »: 

& Toutes les fois que le solide passe au péricentre de son orbite, 
un de ses axes d'inertie principaux normaux à l'axe de rotation propre 
du solide se trouve à la même distance angulaire de la ligne des nœuds 
que le rauon vecteur du péricentre. 


*) 11 peut y avoir aussi des mouvements stationnaires présentant d'autres 
résonances. 
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Explicitons un peu toutes ces lois. 

Introduisons quelques notations. Soient À, B, C les moments 
d'inertie centraux principaux du solide, à l’inclinaison constante 
de son orbite sur l’écliptique, X R et À, respectivement les vitesses 


angulaires constantes du mouvement du nœud et du péricentre de 
l'orbite du salide déterminé par les perturbations de la part des 
autres corps célestes. Soit L, la valeur du module du vecteur moment 
cinétique en mouvement stationnaire. La vitesse angulaire du 
mouvement stationnaire, égale à L,/B, se définit par la formule 
= 0 +Æe+K 09008 (iF Po), Q = + So m—2, 3. 

C'est là la première loi de Cassini (précisée) : la vitesse angulaire 
de rotation propre est en résonance avec la vitesse angulaire de 
révolution, en rapport 1/1 (la Lune) ou 3/2 (Mercure) (avec un petit 
appoint déterminé par le mouvement du péricentre et du nœud de 
l'orbite). 

La troisième loi de Cassini trouve une généralisation, elle aussi : 
les nœuds de l'orbite et de l’équateur qui se confondent peuvent être 
non seulement opposés mais aussi homologues. 

Quant à l'angle p, qui figure dans la deuxième loi de Cassini 
généralisée, il se laisse définir en fonction des paramètres du mouve- 
ment. Introduisons les notations 
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Ici Z = ®,, (e) ne dépend que de l’excentricité (fig. 6.15). En 
résonance 1/1 (cas lunaire) on a m = 2, et en résonance 3/2 (cas 
mercurial) on a m = 3. Alors p, se déduit de l'équation 


cos p* + sin p* cotg Po + %X COS Po = 0. (6.13.1) 


Nous avions examiné cette équation encore en 1965 [6.1], en 
analysant la rotation sans résonance d’un satellite artificiel compte 
tenu de l'évolution de son orbite et de quelques facteurs perturba- 
teurs (gravitationnels, aérodynamiques et magnétiques). L'équation 
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(6.10.5) en est un cas particulier. Remarquons que l’analyse exposée 
dans {6.1] comporte quelques résultats qui ne seront décrits que 
dans des publications postérieures [6.44, 6.46 à 6.481]. 
Si 
cos”/3 p* + sin?3 p* << y2/3, 


l'équation (6.13.1) admet quatre solutions; en particulier, si | x | > 
> 2, l'inégalité ci-dessus est vérifiée quel que soit p*. 
Si 


l'équation (6.13.1) admet deux solutions; en particulier, si | 4 | < 
<< 1, cette dernière inégalité a lieu quel que soit p*. 

Notons que si les | 4 | sont petits (| 4 | 1), c’est que l'influence 
de l’évolution de l'orbite l'emporte sur celle du moment des forces 
de gravité; si par contre les | x | sont grands, c’est l’influence des 
moments gravitationnels qui l'emporte. 

En ce qui concerne la quatrième loi, elle n’a pas son analogue 
parmi les lois de Cassini initiales. Son rôle n’en est pas moins essen- 
tiel. Elle signifie que toute résonance implique un rapport de phases 
parfaitement déterminé, en l'occurrence entre le mouvement angu- 
laire du rayon vecteur de l'orbite et le mouvement angulaire des 
axes d'inertie centraux principaux du solide. Dans le cas lunaire 
(résonance 1/1) cette loi veut simplement dire que l’un des axes 
d'inertie de la Lune est « asservi » au mouvement du rayon vecteur 
de l'orbite. 

Les lois de Cassini généralisées tiennent compte de la double ré- 
sonance propre aux mouvements des corps célestes : d'une part entre 
leurs rotations et révolutions respectives, et d’autre part entre les 
précessions de leur orbite et de leur axe de rotation propre. La Lune 
est en double résonance 1/1 + 1/1, et Mercure en double résonance 
3/2 + 1/1. 

Exemple. La Lune. Posons [6.36] B = 0,88836978, À — 
= 0,88800195, C — 0,88781798 (en unités kg-m° x 10%), i = 5°08'43”. 
La période de révolution du nœud de l'orbite est de 18,6 ans environ 
(Ko —= 19340831” en 100 ans — 36 525 jours éphémérides); donc 


| & re) wo = 0,00398324. La période du mouvement du périgée 
de l'orbite est de 8,85 ans environ (Æ, = 4069°02’03" en 100 ans). 


Dans les formules de ce n°, on peut poser Lo — Boo- Compte 
tenu des valeurs ne calculons 


7% —0,218, cos p* & 0,970. 
Autrement dit, re certifiant l'existence de deux mouvements 


stationnaires est visiblement vérifiée. On montre que dans le mouve- 
ment stationnaire cherché (p, << x/2) c’est le nœud descendant de 
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l'équateur de la Lune qui se confond avec le nœud ascendant de son 
orbite. Portant les valeurs numériques des coefficients dans l’équa- 
tion (6.13.1) (et posant 7 = 1), on calcule la racine p, de cette équa- 
tion (proche de 0). Il vient p, = 6°39’42”. Par conséquent, la valeur 
de l’angle formé entre l’axe de la Lune et l’axe de l'écliptique est 
Po — à — 1°30’59" & 1°31’. D'après les données de l’observation 
(deuxième loi de Cassini) cet angle mesure 1°32’1”. La bonne corré- 
lation des valeurs témoigne en faveur de la haute fidélité du modèle- 
de mouvement retenu. 

Stabilité. L’équation (6.13.1) admet ou bien deux racines 
qui correspondent toutes les deux à des positions stables de l’axe- 
de rotation du solide, ou bien quatre racines dont trois correspon- 
dent à des positions stables et une à une position instable de l'axe. 


Soit p5 l'unique valeur instable possible de p,. Citons les résultats- 
principaux de l’analyse de la stabilité du mouvement en résonance 
1/1 faite dans [6.14] et [6.421]. 

Les conditions nécessaires — et sensiblement suffisantes — de: 
la stabilité sont: 

1° le solide tourne autour de l’axe le plus court de son ellipsoïde- 
d'inertie ; 

20 l’axe le plus long est asservi au mouvement du rayon vecteur: 
de l'orbite; 

30 l’angle p, formé par l’axe de rotation du solide avec la normale- 
au plan de son orbite vérifie la double inégalité 


> VE 
IH2 VE cos ps < 1; 


4 Po Æ po - 

Dans le cas de la Lune ces quatre conditions sont toutes remplies. 

Conformément aux équations d'évolution, l'axe effectue un 
mouvement quasi stationnaire, caractérisé par deux fréquences. 
©, —æ Ve et w, — €, autour de sa position stationnaire; ici € est 
l’ordre de petitesse admis des coefficients dans les seconds membres. 
des équations du mouvement. Ainsi donc, les trajectoires décrites. 
par l’axe du solide sur la sphère céleste ne sont pas fermées en général. 

Nous avons déjà signalé que les satellites jupitériens lo, Europe, 
Callisto (J I, J II, J IV), le satellite saturnien Japet (S VIII), ainsi 
que probablement les satellites saturniens Rhéa, Téthys, Dioné et 
les satellites martiens Phobos et Deimos tournent en résonance 1/1, 
à la façon de la Lune. La théorie décrite ci-dessus est donc applicable: 
aussi à ces satellites. Il est possible que les effets des marées aient 
conduit ces satellites aux mouvements « cassiniens » stationnaires. 
(au sens large du présent essai), comme ils l'ont fait avec la Lune. 

On trouve en outre dans (6.14, 6.42] les conditions suffisantes. 
de la stabilité d'un mouvement avec résonance du type mercurial 


(3/2) 
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1°eZÆ0; 

2° le solide tourne autour de l’axe le plus court de son ellipsoide 
d'inertie ; 

3° l’axe le plus long de l’ellipsoiïde d’inertie se comporte confor- 
mément à la quatrième loi: 


& p FU Po É PO- 

Notons un autre fait important. Pour des valeurs fixées des 
moments d'inertie la largeur de la zone de résonance, c’est-à-dire du 
+ domaine de stabilité », est déterminée par une quantité d’ordre 


Oo V On; Si Oh est très petit, la résonance donnée est peu probable. 
Il se trouve que la mise en résonance 3/2 de Mercure n’est pas du 
tout improbable (au moins du point de vue que nous venons de 
décrire) en comparaison avec la mise en résonance 1/1 de la Lune, 
<e qui découle du rapport 


_ (maxi _{ TL D,_28,/0,714 
ae — Tu | D, 88 Vi 0,25, 


OÙ Amazx eSt la largeur de la zone de résonance pour Mercure et pour 
la Lune. 

Remarques sur la résonance en rotation 
de Vénus. La justification théorique des résonances dans la 
rotation de Vénus décrite dans le n° 5 du quatrième essai avait été 
discutée par P. Goldreich et S. J. Peale [6.2]. On a déjà signalé 
l’existence d’une relation entre la vitesse angulaire ( de la rotation 
propre de Vénus, la vitesse angulaire wy de sa révolution et la vitesse 
angulaire wr de la révolution de la Terre autour du Soleil, relation 
résumée par la formule de résonance 


Q = 4oy — 50y. (6.13.2) 


A chaque instant de plus courte approche de la Terre, Vénus lui 
tourne la même face. Goldreich et Peale ont montré qu'une résonance 
stable de ce type est effectivement possible et qu’elle est déterminée 
principalement par l'influence de la Terre, tandis que celle du Soleil 
-est négligeable. Se bornant à étudier dans [6.2] un modèle bidimen- 
sionnel de la rotation de Vénus dans le champ des moments gravita- 
tionnels engendrés par le Soleil et la Terre, les auteurs ont déduit 
une équation approchée (par passage à la moyenne) définissant cette 
rotation : 


.. = M. 
c++ AC EE (p)+R(p)lsin2x=0.  (6.13.3) 


Ici x est l'écart angulaire du mouvement par rapport à la résonance 
rigoureuse, À, B, C les moments d'inertie de Vénus, M, la masse 
le la Terre, b le demi-grand axe de l'orbite terrestre, f la constante 
universelle de gravitation, X,, À, des quantités définies par l’« ordre 
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de la résonance » p; il est à noter que X;, tient compte de l’influence 
gravitationnelle de la Terre et k, de celle du Soleil. Cette influence 
ne se laisse sentir qu’en moyenne dans la rotation donnée avec ré- 
sonance. C’est ainsi que pour la résonance (6.13.2) on a p = —5 
(le signe négatif rappelle que Vénus tourne en sens « rétrograde »), 
k, = 2,513 et k, = 1,78-10—*. Il ressort de (6.13.3) qu’une rotation 
en résonance stricte (x = 0) a des chances d’être stable, à peu près 
exclusivement grâce à l'influence de la Terre (4, > k2). 

Il existe cependant d’autres considérations qui diminuent sen- 
siblement la probabilité de la mise en résonance du type indiqué: 

19 La résonance (6.13.2) n’a rien d’exceptionnel en comparaison 
avec de nombreuses résonances voisines ayant même largeur (en 
ordre de grandeur) de ia zone de résonance ; il est difficile de montrer 
que cette résonance précise a plus de chances de se produire que les 
autres. 

2° La largeur relative de la zone de résonance A+ de Vénus 
(en comparaison avec la largeur de la zone de résonance AL de la 
Lune et Aw de Mercure) est infime: 


A=-Cmar © 0,225 .10-3. 
É (ômax)L ' 
3° L'analyse faite dans [6.2] laisse à désirer, car on y a négligé 
pratiquement l'influence puissante du Soleil. Il est vrai qu’en moyen- 
ne elle est petite ; or, l'amplitude des perturbations périodiques venant 
du Soleil (mises en moyenne dans [6.2]) risque de s'avérer très con- 
sidérable, car la valeur maximale du moment des forces de gravité 
du Soleil est plus grande d’un facteur 105 que celle de la Terre. 
En examinant cette question de plus près [6.50], on y découvre 
que, pour que les perturbations périodiques causées par le Soleil 
ne fassent pas sortir le mouvement de sa zone de résonance, il faut 
que le rapport des moments d'inertie de Vénus soit 


A—C 
= < 2,5-1075, 


On ignore les moments d'inertie vénusiens. En se rappelant toute- 
fois que pour la Lune, par exemple, le rapport des moments est 
d'environ 5-10-4, on en conclut que l'inégalité ci-dessus est à la 
limite du raisonnable. De même, la résonance observée dans la rota- 
tion de Vénus est, de ce point de vue, à la limite du possible. 
Ajoutons que, dans le cadre de l’analyse faite dans (6.2, 6.50], 
les phénomènes des marées ne peuvent pas expliquer la mise en ré- 
sonance (6.13.2) de Vénus, à la différence des cas de la Lune et de 
Mercure. Vénus tourne sur elle-même dans le sens inverse de celui 
de sa révolution autour du Soleil. On montre dans [6.50] que le 
moment des marées provenant du Soleil tend à & renverser » Vénus, 
à la remettre en sens direct. On est donc amené à invoquer d’autres 
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forces dissipatives pour expliquer la mise en résonance (6.13.2) de 
Vénus. C’est déjà un quatrième argument en faveur du caractère 
aléatoire de la résonance (6.13.2). 

Ainsi donc, le cas de résonance vénusienne n’est pas aussi irré- 
futable que ceux de la Lune et de Mercure. S'il existe quand même, 
on a le droit de dire, après tout ce qui précède, que la résonance 
observée dans la rotation de Vénus est un phénomène exceptionnel, 
une merveille de la nature. L'absence d’explication montre probable- 
ment que la tendance de la nature au synchronisme est plus forte 
que nos connaissances d'aujourd'hui. 


14. Tendance au synchronisme des rotations 
dans les champs gravitationnels compliqués. 
Précession luni-solaire et nutation de l’axe terrestre 


Nous avons considéré jusqu’à présent la rotation du corps soumis 
à l’influence dominante du champ d'attraction engendré par une 
source unique. On rencontre cependant des cas où il est nécessaire 
de prendre en considération l’influence d’un plus grand nombre de 
centres d'attraction de force comparable. Un exemple classique: 
le mouvement perturbé de l’axe terrestre, fruit des contributions 
comparables des attractions du Soleil et de la Lune. 

Le mouvement perturbé de la Terre — sa précession luni-solaire 
et sa nutation — ne présente pas de résonance analogue à celle des 
mouvements de la Lune ou de Mercure. Il est d'autant plus remar- 
quable que le mouvement de la Terre présente une tendance au 
synchronisme lui aussi. Explicitons un peu cette affirmation. 

Introduisons quelques notations: soient C, À les moments d'’iner- 
tie longitudinal et transversal de la Terre, m1, et mr les masses 
respectives de la Lune et de la Terre, e l’excentricité de l'orbite 
lunaire, er l’excentricité de l'orbite terrestre, 8, l’angle entre l’axe 
de rotation de la Terre et le vecteur moment cinétique de la Terre 
(9, = 0 à très peu de chose près), Z, le module du vecteur moment 


cinétique de la Terre, $} la vitesse angulaire de précession du nœud 
de l'orbite lunaire. Soient, de plus, w- la vitesse angulaire moyenne 
de révolution de la Terre et wr celle de la Lune. Introduisons des 
paramètres constants 


mn 3 A— C 2 mL, OL 

Re (PS pes 
3 A—C (NE 

K6 9 Le (3 cos? Vo — 1) EXC EerE UE , 
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et construisons la fonction 
D = —Z,Kc cos* p — L,Ke@ cos À + LE Q cos À, 


où p est l’angle entre le vecteur moment cinétique et la normale 
au plan de l'orbite lunaire, et A l’angle entre le même vecteur et 
la normale au plan de l'écliptique (l'orbite de la Lune est inclinée 
d’un angle constant i sur l’écliptique). En vertu des équations d’évo- 
lution du mouvement [6.51] les angles p, À varient dans le temps. 
Or, ces équations admettent une intégrale 


D = D, = Cte (6.14.1) 


qui donne aussitôt lieu à un résultat fondamental : 

Toutes les trajectoires possibles du vecteur moment cinétique sont 
Jermées dans un système de coordonnées qui tourne avec le plan de l'orbite 
lunaire. 

La théorie classique de la précession luni-solaire et de la nutation 
de l’axe terrestre paraît ignorer ce résultat (ainsi que l'intégrale 
(6.14.1)). Or. ce fait confirme justement la tendance à la mise en 
synchronisme de la précession de l’axe de la Terre et de celle de l’orbi- 
te lunaire. En effet, les ensembles des trajectoires fermées tendent 
vers des points singuliers qui correspondent à des mouvements sta- 
tionnaires. On peut interpréter ces mouvements stationnaires comme 
une généralisation encore plus importante des lois de Cassini en cas 
d'influence de plusieurs centres d'attraction (deux en l'occurrence). 
Au cours de l’évolution, le mouvement doit évoluer sous l’action des 
facteurs dissipatifs vers un mouvement stationnaire où la précession 
de l’axe de la Terre aurait une vitesse égale à celle de la précession 
du plan de l'orbite lunaire. Bien sûr, la situation réelle n’a rien à 
voir avec la situation stationnaire que nous venons de décrire: 
il suffit de rappeler que l'orbite de la Lune précessionne avec une 
période de 18,6 ans et l’axe de la Terre avec une période de 26 000 ans. 
Or, c’est l’aspect théorique du problème qui nous préoccupe mainte- 
nant. La nutation réelle de l’axe terrestre avec la période de 18,6 ans 
est une manifestation de la tendance au synchronisme. 

Pour en savoir plus le lecteur consultera utilement le livre [6.51]. 


15. Un modèle des marées et mise en résonance 


On a montré que les moments des forces de gravité exercés sur un 
corps céleste peuvent en assurer le mouvement stable en résonance 
défini par les lois de Cassini généralisées. Or, les données initiales 
du mouvement peuvent se trouver en dehors de la zone de résonance. 
Il y a peu de chances pour que le mouvement soit dès le début en 
résonance. Îl doit donc y avoir un mécanisme qui garantisse une 
assez bonne probabilité de la mise en résonance, au cours de l’évo- 
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lution, d’un mouvement dont les données initiales se situeraient en 
dehors de la zone de résonance. Ce mécanisme paraît s'expliquer par 
les marées. La théorie des marées est compliquée et relève d'une 
multitude de facteurs. Dans le texte qui suit nous nous bornerons à 
considérer quelques modèles bien simples des phénomènes liés aux 
marées [6.50, 6.51]. 

Soit une planète sphérique, d’une rigidité imparfaite, située 
dans le champ d'’attraction du Soleil. La partie la plus rapprochée 
du Soleil, la partie centrale, la partie la plus éloignée de la planète 
ne sont pas attirées avec la même force par le Soleil : des bourrelets 
se forment sur la planète. La masse m de ces bourrelets est approxi- 
mativement égale à k/r°, où r est la distance au Soleil [6.2, 6.521. 
La planète tourne avec la vitesse angulaire relative «w par rapport 
au système de coordonnées orbitales, et les bourrelets s’écartent d’un 
angle Ô par rapport à l’axe Soleil-centre de la planète. (Nous consi- 
dérons le système planète-Soleil à titre d'exemple ; le raisonnement 
reste valable pour le système Lune-Terre ou pour un système satel- 
AR pee Il se produit aussitôt un moment gravitationnel habi- 
tue 


M=—Tsin20= ER, x>0. (6.15.1) 
Soient e,, le vecteur unité dirigé suivant la vitesse angulaire relative 
de la planète, et e, le vecteur unité orienté suivant la direction 
planète-centre d’attraction. Considérons le plan e,,, e,. La compo- 
sante de e,, suivant e, ne provoque pas la dérive du bourrelet ; la 
dérive du bourrelet par rapport à e, est produite par la composante 
el! — 1e, X e,] X e, normale à e, et contenue dans le plan e,,, e.. 
Par conséquent, l’axe des bourrelets sera situé dans un plan normal 
à e{, et sera dévié (par le moment gravitationnel) dans ce plan vers e,. 
Cela signifie que M est dirigé suivant e;. Compte tenu de (6.15.1), 
on obtient une formule modèle du moment des marées: 


k sin 26 
r$ 


M = 


[es Xe-]xX e,- (6.15.2) 


Pour définir de (6.15.2) la valeur du moment des marées, on doit 
connaître la variation de l’angle Ô en fonction du temps et des para- 
mètres du problème. Cette variation est déterminée par le jeu des 
forces de frottement visqueux à l’intérieur de la planète et des forces 
d'attraction, ainsi que par la vitesse angulaire « de rotation relative 
de la planète. 


On utilise généralement deux modèles analytiques de Ô (w) [6.2, 
6.52]: 


19 sin 2ô — 26 — k,w, k, = Cte, (6.15.3) 
2° sin 26 = sin 20,, Ô, = Cte. (6.15.4) 
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Le modèle (6.15.3), linéaire par rapport à la vitesse angulaire 
relative, n'est valable que dans une plage restreinte de vitesses 
angulaires ; il apparaît cependant que, dans tous les cas réels envisa- 
geables, on puisse rester dans cette plage. Le modèle de signature 
(6.15.4) couvre une gamme plus étendue mais s'avère trop grossier 
au voisinage des petites valeurs de w et de ô. Nous décrirons briève- 
ment les effets provoqués par le 
moment des marées. Le lecteur a 
trouvera tous les détails dans [6.51]. 

En analysant les équations 
d'évolution de la rotation de la 
planète sous l’action du moment 
des marées (6.15.2), (6.15.3), on A 
voit que la rotation tend à devenir 7 
axiale, autour d’un axe d'inertie 
principal. 


Soient Q = Z/Aw, le rapport al 
de la vitesse angulaire absolue de 
la rotation propre de la planète DRE 
à la vitesse angulaire w, de sa ré- 0 r /2 K F 
volution ; p, l’angle entre le vecteur 
moment cinétique Let la normale Fig. 6.19. Evolution des paramètres 
au plan de l'orbite. de la rotation rue l’action des 
Les courbes intégrales de Q(p) re 
sont représentées schématiquement 
sur la figure 6.19 [6.51]. A la limite, le mouvement tend vers 
un point stationnaire unique 


142 ++ A+ e° 
p=0, Q—Q+— x (6.15.5) 


(1 — e2)5/2 (14861 ++ «) 


De la sorte, le moment des marées tend à ramener le mouvement 
à une rotation directe autour de la normale au plan de l’orbite avec 
une vitesse angulaire conforme à (6.15.5). On voit qu’en l’absence 
d'autres moments, le moment des marées détruit nécessairement la 
rotation rétrograde (p — x); ce fait intéressant peut s'avérer impor- 
tant en théorie de la rotation de Vénus. En effet, sa rotation en sens 
rétrograde ne semble pas imputable aux moments des marées. 

Un autre résultat tout aussi intéressant: la vitesse angulaire 
limite est fonction de l’excentricité de l’orbite. On voit la fonction 
(2% (e) sur la figure 6.20. Pour e = 0 on a Q* = 1, c’est-à-dire que, 
pour l’orbite circulaire, le mouvement limite est une rotation en 
résonance 1/1 (équilibre relatif). G. Colombo [6.44] et I. I. Schapiro 
(6.52] ont analysé de ce point de vue le mouvement plan de Mercure 
pour conclure que c’est précisément l’excentricité e Æ 0,2 de l'orbite 
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mercuriale qui peut être responsable de sa mise en résonance de rap- 
port 3/2. Dans le modèle (6.15.3) on a Q* — 3/2 avec e = 0,28: 
d’autres modèles pourront diminuer la valeur nécessaire de e. Par 
exemple, dans le modèle (6.15.4) on a la valeur limite Q* = 3/2 pour 
€< = 0,23. D'une façon générale, au spectre des valeurs résonantes 
de Q%* correspond un spectre de 
valeurs de l’excentricité pour 
lesquelles la valeur donnée de 
(2% peut être atteinte à la limite 
sous l’action des forces des marées 
[6.50] (voir tableau 6.1). 
La deuxième ligne du tableau 
a été calculée d’après la formule 
(6.15.5) et la troisième d'après 
la formule correspondante pour 
le modèle (6.15.4): 
461 


Qx=1+e+ et 


+ +... (615.6) 


La formule (6.15.6) est ap- 


Fig 6.20. Valeurs limites de la vi prochée : elle ne contient que les 

de M ie eee de ation termes de plus bas degré du déve- 

de la planète en fonction de l'excen- loppement en série suivant les 

tricité de son orbite puissances de e. La formule 
(6.15.5) est exacte. 

Si l’on ajoute aux phénomènes des marées le moment gravita- 
tionnel que nous avons étudié plus haut, les formules (6.15.5), 
{6.15.6) prennent une signification un peu différente. Plus exacte- 
ment, les orbites ayant les excentricités indiquées dans le tableau 
assurent une probabilité maximale P = 1 pour que la résonance 
correspondante se produise *). Si l’excentricité a une valeur proche 


Q° 


Tableau 6.1 
a* 1 | 1,5 2,0] 2,5 3,0 3,5 
Modèle (6.15.3) | 0 | 0,284 | 0,392 | 0,465 | 0,519 | 0,561 
e 
Modèle (6.15.4) | 0 0,219 | 0,29 0,34 0,365 | 0,385 


*) La probabilité d’une résonance est le rapport du volume de phases 
des données initiales conduisant à la mise en résonance au volume du domaine 
considéré de l’espace de phases. 
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de celle qui figure dans le tableau, la probabilité de la mise en réso- 
nance reste considérable bien qu’inférieure à 4. Si l’on adopte le 
modèle (6.15.3), la probabilité de la mise en résonance 1/1 de la 
Lune (e & 0,05) est P & 0,6, et celle de la mise en résonance 3/2 
de Mercure (e & 0,2) est P & 0,25-10-1 [6.2, 6.50]. De cette façon, 
la probabilité de la mise en résonance est très grande pour la Lune 
et moins grande (mais finie) pour Mercure. Quant à Vénus, les 
calculs donnent une probabilité de sa mise en résonance P & 0,5-10-4. 
Autrement dit, il n’y a pratiquement aucune chance pour que les 
forces des marées puissent provoquer sa mise en résonance. Ajoutons 
que la probabilité des résonances a été calculée pour le cas de mouve- 
ment plan; pour Vénus une telle estimation risque de s’avérer in- 
exacte, car nous avons vu que la rotation plane est instable vis-à-vis 
des perturbations tridimensionnelles, en présence des forces des 
marées. 

En ce qui concerne la Lune et Mercure, ils sont exempts de cet 
inconvénient, car ils tournent dans le sens direct; d’autres modèles 
des effets des marées sont susceptibles d'améliorer l’estimation de la 
probabilité de la mise en résonance, surtout pour Mercure (voir 


[6.2]). 


16. Stabilisation magnétique 
et magnéto-gravitationnelle 


De tous les systèmes possibles de stabilisation passive des satel- 
lites, c'est le système magnétique qui sera sans doute le plus «fami- 
lier » pour un public non averti. Dès l’enfance, nous sommes habitués 
à la stabilité de l'aiguille aimantée de la boussole. D'ailleurs, 
l’« effet de l'aiguille aimantée » est utilisé couramment dans la pra- 
tique du vol spatial pour stabiliser les satellites à l’aide du champ 
magnétique, quand une telle stabilisation s'impose. Il y a des satel- 
lites légers pour lesquels un aimant permanent gros comme un crayon 
suffit à les « asservir » solidement à une ligne de force du champ 
magnétique de la Terre. Un tel asservissement est garanti par le 
moment des forces magnétiques 


M'='I x H, (6.16.1) 


où I est ce qu’on appelle « vecteur moment magnétique » caracté- 
risant l’intensité de l’aimantation du satellite et H, le vecteur inten- 
sité du champ magnétique de la Terre. Le moment M tend à dévier 
l’axe du satellite portant le vecteur I vers le vecteur H, réalisant 
ainsi la stabilisation du satellite suivant ce vecteur. 

En réalité, le problème est loin d’être si simple, à cause de la 
« construction » compliquée du champ magnétique de la Terre. Une 
approximation très élémentaire de ce champ magnétique, dite 


14—0262 
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« champ de dipôles », est décrite par la formule 
H +? (3 (kre,)e, —kpl. (6.16.2) 


Ici, k£ est le vecteur unité de l’axe d’un dipôle magnétique (on sup- 
pose, en simplifiant encore, que k est dirigé suivant l’axe de rota- 
tion de la Terre vers son pôle Sud), e, le vecteur unité orienté suivant 
la direction du rayon vecteur du point actuel sur l'orbite (dont r 
est le module), u£ une constante caractéristique du moment magné- 
tique du dipôle (pour la Terre uk Æ 8-10*% Oe-cm*). Ainsi donc, le 
moment (6.16.1) dépend d’une façon non élémentaire, définie par 
(6.16.2), de la position du satellite; de surcroît, le vecteur H varie 
irrégulièrement le long de l’orbite, ce qui ne simplifie pas les équa- 
tions du mouvement. 

Considérons, à titre d’exemple, le mouvement d’un satellite en 
orbite circulaire polaire. Une telle orbite admet un mouvement plan 
Fa, dans le plan de l'orbite) du satellite, qui a pour équation 
(6.1 
di es 6 sin 2u I 
ns Lay 1+ 3sin?u sin PS GES sin up , a—= Er ; (6.16.3) 
Ici @ est l’angle entre « l’axe d’aimantation » et le vecteur H. L’axe 
d’aimantation, c’est-à-dire le support du vecteur moment magnétique 
I du satellite (| I | = 7, = Cte), est par hypothèse fixé immuable- 
ment dans le satellite et toujours contenu dans le plan de l'orbite; 
u est l’argument de la latitude (compté à partir de l'équateur); la 
constante sans dimension &« comprend, en plus des grandeurs énumé- 
rées, le moment d'inertie B du satellite par rapport à l’axe normal 
au plan de l'orbite, ainsi que la constante de la gravitation u. 

La première conclusion qu'on tire de (6.16.3) est que la stabilisa- 
tion précise dans le champ magnétique (® = 0) est irréalisable. Elle 
est empêchée par le second membre de l’équation (dû à la variation 
irrégulière du vecteur Hle long de l’orbite). Cependant, on peut essayer 
de construire des solutions périodiques de (6.16.3) susceptibles de 
définir les oscillations périodiques de l'axe du satellite par rapport 
à une ligne de force magnétique (c'est-à-dire par rapport au vec- 
teur H). En regardant les coefficients de l’équation (6.16.3). on 
s'assure que ces oscillations doivent être de période x, car le vecteur 
H reprend sa direction initiale à chaque demi-révolution du satel- 
lite. 

Les résultats de la recherche numérique des solutions périodiques 
sont représentés sur la figure 6.21. (Ces résultats ont été obtenus par 
l’auteur et publiés pour la première fois par son élève A. Khentov 
dans son article [6.53].) Le schéma de la figure traduit les variations 
de l’amplitude a d’une solution périodique de (6.16.3) en fonction 
d’un paramètre unique du problème, à savoir de &«,.. On peut appeler 
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cette courbe « réponse en amplitude ». On voit aussitôt que la solu- 
tion périodique n’est pas unique: on a une infinité de solutions pério- 
diques pour «&,—> co. Il est vrai qu’une certaine stabilisation 
magnétique est réalisée à la base de toutes les branches de la courbe: 
les amplitudes ne sont pas grandes et. de plus, les mouvements cor- 
respondants sont stables. Or, les amplitudes des oscillations cessent 


Fig. 6.21. Amplitude des oscillations périodiques d'un satellite dans le champ 
magnétique en fonction du paramètre d'aimantation 


d'être petites au voisinage de certaines valeurs critiques (« résonan- 
tes ») de &,, si bien qu’on a intérêt à éviter ces valeurs pour assurer 
la stabilité du satellite. 

Ces valeurs critiques sont faciles à cerner. Dans la zone des faibles 
amplitudes on a sin o = ®; le second membre de l'équation (6.16.3) 
se laisse développer en série de Fourie 


©œ 
D Bb, sin 2ku, 
k=si 
et le coefficient de @ dans le premier membre, en série 
ce (+ ax cos 2ku) : 
k={ 


où l’on peut remplacer sans grande erreur a,/2 par à Cher- 


chons une  olution périodique de l'équation (6.16.3) linéarisée sous 
la forme 


p—= >, À, sin 2ku. 
ki 


14e 
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On obtient en première approximation pour les coefficients À, 
br 


À PR à 
1/ + e—4r 


d’où l’on déduit les valeurs critiques de «. : 


_ _8 2 v 2 = 
Lx — 7" = 2,5k?, k= 1, 2, ss 
soit 
dy = 2,5; 10; 22,5; 40; 62,5; 90; 122,5; 160; 202,5; 250 . .. 


Cette suite est aisément « perceptible » sur la figure 6.21. (Dans 
[6.53] les nombres figurant dans la suite sont précisés.) Remarquons, 
enfin, qu’on a pour toute solution périodique sin @ — 0 quand 
&y —> © ; autrement dit : l'amplitude de la solution tend soit vers x, 
soit vers 0, ce qui est visible aussi 
sur la figure 6.21. 

Dans tous les cas, le satellite 
considéré dans l’espace absolu fait 
exactement deux tours sur lui-même 
pendant chaque révolution (rotation 
en résonance 2/1). 

Mais que faire si l'orbite n'est 
pas polaire? L'image réconfortante 
de l'aiguille aimantée nous autorise 
à affirmer avec assurance que la 
stabilisation du satellite reste pos- 
sible; et, l'assurance aidant, on 
se met à écrire les équations et à 
les intégrer. 

Cependant, au cours de sa vie 
de ‘scientifique, l’auteur a eu sou- 
vent l’occasion de remarquer que 
le stade de la méditation est plus 
précieux et plus fructueux que le stade « opérationnel » (écrire des 
équations, faire des calculs...). A méditer sur le problème, à le 
tourner et retourner dans l'esprit, on finit (ou non) par concevoir 
quelques idées géométriques ou mécaniques qui rendent le problème 
limpide, la marche à suivre bien déterminée, et les effets escomptés 
prévisibles. Dans la description de notre problème de stabilisation 
mécanique, nous nous arrêterons justement au stade de la réflexion, 
sans passer au stade « opérationnel » avec son appareil mathéma- 
tique encombrant. 

A cet effet, considérons le comportement du vecteur H défini 
par (6.16.2) le long de l'orbite d’un satellite artificiel de la Terre. 
Introduisons le système de coordonnées de Künig OXYZ (fig. 6.22) 


Fig. 6.22. Cône d'intensité ma- 
gnétique 
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où l’origine © est au centre de masse du satellite, l’axe OZ est coli- 
néaire à l’axe de rotation de la Terre et l’axe OX colinéaire à la 
droite allant du centre de la Terre vers le nœud ascendant de l'orbite. 
Pendant le mouvement du satellite sur son orbite, le vecteur H 
(6.16.2) décrira en coordonnées OXYZ une surface conique qui se 
ferme au bout d’une demi-révolution (un H-cône). En effet, on voit 
de (6.16.2) que H (e,) = H (-—-e,). Une des génératrices du cône se 
confond avec l’axe OZ, et le H-cône lui-même est symétrique par 
rapport au plan ZY (fig. 6.22). Soit Ty la période du mouvement du 
vecteur H sur le H-cône, et soit T, la période de révolution du satel- 
lite. Introduisons les fréquences wy = 21/Ty, w, = 2n/T,. Alors 
On = 20,. Soient u l’argument de la latitude du centre de masse du 
satellite et à l’inclinaison de son orbite sur l'équateur terrestre. 
H a comme module 


H=#?V1+3sinisinu. 


Quand le satellite est dans le nœud ascendant de son orbite (4 = 0), 
le module de H prend sa valeur minimale (en u) Hyin = u#/r*, et la 
direction de H se confond avec l’axe OZ. Quand u = x/2, le vecteur 
H a le plus grand module (en u) 


Hmax = V1 + 3sin°i 


et s'écarte au maximum de l’axe OZ, faisant avec ce dernier un angle 
2v, v < n/2, où ; 
1,5 sin 2i 
“eS 1—3sin°i-L V1 +3sin"i 009) 
[6.54]. Remarquons aussi que l'extrémité du vecteur H décrit une 
circonférence coplanaire à l’orbite du satellite. En orbite équatoriale 
le H-cône se réduit à une droite, et en orbite polaire il se déploie en 
un plan. Telles sont les principales propriétés du H-cône. 

Soit une demi-droite OZ” située à l’intérieur du H-cône, contenue 
dans le plan ZY et faisant avec OZ un angle v défini par (6.16.4). On 
dit que OZ’ est l'axe du H-cône. Construisons un cône circulaire 
dont l'axe se confond avec celui du H-cône et le demi-angle au som- 
met est égal à v. Il se trouve qu’un tel cône circulaire, dit v-cône, 
se confond à peu près complètement avec le H-cône. Soit «x l’écart 
angulaire entre le vecteur H et l’axe du H-cône. On a alors x = v 
quand u = Oetu — x/2, x > v pour tout autre u tel que 0 < u << x. 
Autrement dit, le v-cône circulaire est entièrement contenu à l’inté- 
rieur du H-cône et a deux génératrices opposées en commun avec le 
H-cône. Or, la différence x — v est toujours petite: elle ne dépasse 
pas 1°11° pour i = 52°6” et est encore plus petite pour d’autres 
i [6.54]. Ainsi donc, le H-cône est très proche du v-cûne. 

Cependant, il convient de rappeler que H parcourt le H-cône 
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avec une vitesse non constante. Bien que la rotation de H soit assez 
irrégulière, la ressemblance entre le H-cône et le v-cône permet de 
proposer la méthode suivante de construction et de description des 
mouvements du satellite stabilisés par rapport au vecteur H. 

Nous savons que, dans le cas général, le mouvement non perturbé 
d’un satellite dynamiquement symétrique autour de son centre de 
masse se réduit à une précession régulière: l’axe de symétrie du 
satellite tourne uniformément autour du vecteur moment cinétique 
fixe, en conservant un écart angulaire constant par rapport à celui-ci. 
Supposons que le satellite soit magnétiquement neutre. Imprimons- 
lui une précession régulière telle que son axe de symétrie tourne 
uniformément en décrivant un v-cône avec la fréquence w4. Pour 
cela, le vecteur moment cinétique doit être dirigé suivant l’axe du 
v-cône et l’angle des axes du satellite et du v-cône doit être égal à v. 

Il est clair que dans une telle précession régulière l'axe du satellite 
se trouve « asservi » au vecteur intensité magnétique H. Deux fois, 
pendant la période de la précession, l’axe du satellite se superpose 
exactement au vecteur H ; entre ces instants il s’écarte de H et atteint 
deux fois l’écart maximal. L'écart se produit parce que la rotation 
de H est irrégulière et celle de l’axe du satellite, régulière. 

Ainsi donc, l'axe du satellite effectue des oscillations périodiques 
autour du vecteur H. La période de ces oscillations est égale à la de- 
mi-période de révolution du satellite. Leur amplitude maximale A 
ne dépend que de l’inclinaison à de l'orbite. Le maximum de A a lieu 
en orbite polaire (i — 90°) où l’amplitude des oscillations atteint 
19°,5. (Sur la figure 6.21 pour «, — 0 l'amplitude a est justement 
égale à 19°,5.) Sur les autres orbites À est moins grand: quand 
i—+ 0°. A décroît de façon monotone jusqu'a 0° [6.54]. 

Or le régime périodique d’« asservissement » à H que nous venons 
de décrire est instable, car la précession régulière d’un satellite 
magnétiquement neutre est instable (suivant l’angle de précession). 
« Branchons » à présent le moment magnétique I du satellite et diri- 
geons-le suivant l’axe de symétrie : il se produit aussitôt un moment 
des forces magnétiques défini par (6.16.1). Ce moment nous sera dou- 
blement utile: l’asservissement de l'axe du satellite au vecteur H 
deviendra stable et, pour des valeurs suffisamment élevées de 7, — 
— |1I |. les oscillations entre l’axe du satellite et le vecteur H 
deviendront plus faibles en amplitude. On arrive à construire des 
régimes périodiques stables correspondants en prenant comme solu- 
tion génératrice la précession régulière de l’axe du satellite suivant 
le v-cône décrite plus haut, de fréquence wx = 20. 

Maintenant que nous avons bien compris le fond du problème, 
nous pourrions passer à l'établissement pratique des équations du 
mouvement. C'est ce qu’a fait A. Khentov: dans son travail [6.54] 
il a analysé les idées avancées par son maître et a poussé plus loin, 
jusqu'aux formules de calcul, aux courbes et aux valeurs numériques. 
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Si l’aimantation du satellite n’est pas grande, on risque de voir 
les écarts périodiques de la stabilisation suivant H croître au lieu 
de diminuer. On le remarque d’ailleurs déjà sur la figure 6.21 : pour 
des «x. petits des oscillations sont plus grandes en amplitude que 
pour &æ, —= 0. Il est vrai que les mouvements périodiques se stabi- 
lisent par la même occasion, mais cela ne nous avance guère puis- 
que leur amplitude dépasse facilement 30°! 

Pour comprendre l’origine de ces écarts considérables et trou- 
ver le moyen de les supprimer, il est bon de décrire la situation en 
termes de la théorie des perturbations. L'appareil de cette théorie 
est particulièrement adapté aux petits moments magnétiques. 

Nous nous rappelons qu'en mouvement perturbé du satellite le 
mouvement perturbé du vecteur moment cinétique se trouve super- 
posé au mouvement du satellite par rapport au vecteur moment 
cinétique. Parmi les mouvements possibles de cette nature, on trou- 
ve des régimes stationnaires avec résonances où le vecteur moment 
cinétique L est fixe et de module constant, tandis que l’axe du satel- 
lite tourne autour de L avec la fréquence wy = 2w,. A leur tour, par- 
mi ces régimes stationnaires on trouve des régimes qui sont à peu 
près conformes aux mouvements périodiques que nous avons consi- 
dérés précédemment. Le point difficile réside dans le fait que l’axe 
de la direction stationnaire du vecteur L s’écarte (parfois très nota- 
blement), pendant ces mouvements, de l’axe du v-cône (du H-cône), 
d’où un écart considérable entre H et l’axe du satellite. 

Vient l'instant solennel où l’on se demande s'il est possible 
d’e améliorer » la direction stationnaire de L en faisant jouer d'’au- 
tres forces (non magnétiques). 

En effet, parmi les mouvements du satollite en résonance dans le 
champ gravitationnel, il existe un mouvement stable en résonance 
2/1 où l’axe du satellite fait deux tours dans l’espace pendant chaque 
révolution du satellite autour de la planète. Il est donc théorique- 
ment possible de mettre à profit le mouvement « gravitationnel » 
en résonance 2/1 de telle façon que l’axe du satellite soit « asservi » 
au vecteur intensité magnétique. En branchant le moment magné- 
tique, nous ne compromettrons pas la précession en résonance de l’axe 
du satellite; bien au contraire, la position stationnaire du vec- 
teur L deviendra « améliorée » par le jeu des moments magnétique 
et gravitationnel. 

Un mouvement ainsi construit comprendra deux paramètres 
libres : l’angle au sommet du cône de précession et le rapport des 
modules des moments magnétique et gravitationnel. Par un choix 
judicieux de ces deux paramètres, on arrivera à superposer le cône 
de précession au v-cône. 

Mieux, l’influence commune de deux facteurs stabilisateurs doit 
élargir la zone de stabilité en comparaison avec les zones assurées 
par chaque facteur séparément. 


216 ELLES VALSENT SUR LEURS ORBITES 


Ainsi donc, le satellite se trouve stabilisé par rapport au champ 
magnétique de la Terre quand on utilise simultanément l'influence 
du moment gravitationnel et du moment magnétique. L'idée de la 
stabilisation magnéto-gravitationnelle d’un satellite dans le champ 
magnétique de la Terre a été avancée et discutée par V. Béletski et 
A. Khentov dans [6.551. 

Il semble que des effets de cette nature puissent jouer un cer- 
tain rôle, aussi, dans la rotation des satellites naturels des planë- 
tes, à condition que les planètes et leurs satellites possèdent leurs 
propres champs magnétiques. Nous sommes déjà habitués à l'idée 
que plusieurs satellites naturels (la Lune, certains satellites de Jupi- 
ter et de Saturne, les deux satellites de Mars) gravitent en résonan- 
ce 1/1. Mercure tourne en résonance 3/2. Le mouvement de ces corps 
est conforme aux lois de Cassini généralisées, qui ne tiennent compte 
que de l’action des moments gravitationnels. Or, l’effet des moments 
magnétiques peut contribuer à la mise des corps célestes naturels en 
résonance 2/1! 

Il s’agit surtout des satellites qui ont leur propre champ magné- 
tique et gravitent autour d'une planète douée d'un champ magné- 
tique. Il se peut que certains satellites de Jupiter ou de Saturne vé- 
rifient ces conditions. À ce jour on n’a aucune information sur les 
champs magnétiques des satellites des planètes du système solaire 
(la Lune mise à part) et on ne connaît aucune résonance 2/1. Mais 
si jamais vous entendez parler d’une découverte de cette nature, 
pensez à mon livre! 


SEPTIEME ESSAI 


UNE SPIRALE QUI MÈNE DANS L'ESPACE 


Imaginez-vous une spirale éblouissante, ferme. 
qui disparaît dans le ciell … 


A. Voznessenskt 
La poire triangulaire- 


1. La faible poussée 


Un peu partout dans le monde, des laboratoires travaillent à des. 
moteurs à réaction où la veine gazeuse est remplacée par un courant 
de particules chargées mises en vitesse dans un champ électrostati- 
que (ce peuvent être un moteur ionique dont le principe est l'interac- 
tion du courant électrique et du champ magnétique, un moteur à 
plasma et d’autres propulseurs {7.1]). A la différence des moteurs. 
à réaction utilisant un propergol chimique, les moteurs dont nous 
parlons ne procurent qu’une poussée fort limitée, si bien que l’accé- 
lération communiquée au vaisseau spatial ne dépasse guère quel- 
ques mm/s°. Autrement dit, elle ne représente que quelques milliè- 
mes de l'accélération de la pesanteur à la surface de la Terre (g, = 
— 9,81 m/s°). Pas question des’arracher à l'attraction terrestre: il faut 
des moteurs-fusées (chimiques) à propergols pour avoir une accéle- 
ration plus grande que gs. 

Or, une fois que le vaisseau a été mis en orbite circumterrestre, 
le moteur à faible poussée s'avère d’une grande utilité. Il peut fonc- 
tionner longtemps sans arrêt et réaliser une évolution lente (à cau- 
se de la petitesse de la poussée) mais inexorable de l'orbite du satel- 
lite. Sans se presser, l’engin spatial se met en vitesse, spire après- 
spire, en parcourant une trajectoire spirale autour de la Terre jus- 
qu’au moment où, sa vitesse devenant parabolique, il pourra quit- 
ter la banlieue terrestre et se diriger vers des planètes lointaines. 
Une telle manœuvre pourra présenter des avantages certains, car la 
masse consommable sera nettement moindre qu'avec les seuls mo- 
teurs à propergols. Par conséquent, on pourra envoyer dans l’espace 
une charge utile plus importante. 

Quand un engin parcourant d’abord une orbite fermée autour de. 
la planète se trouve ensuite accéléré jusqu’à la vitesse parabolique, 
on dit qu'il suit une trajectoire de mise en vitesse. Dans cet essai 
nous étudierons quelques propriétés des trajectoires spirales. 
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2. Paramètres et paradoxes de la mise en vitesse 


Bornons-nous à considérer le cas particulier, quoique important, 
-où la poussée du moteur, orientée en permanence suivant la tangente 
à la trajectoire.) est caractérisée par une accélération constante f,. 
Introduisons quelques notations (fig. 7.1): r est la distance du centre 
d'attraction à l'engin spatial (dont la masse est traditionnellement 
supposée concentrée dans son centre de masse); V4, la vitesse de l’en- 
gin; le vecteur accélération de poussée f, est, par hypothèse, coli- 
néaire au vecteur vitesse V, ; enfin, « est l'angle entre les directions 


Fig. 7.1. Les paramètres de la trajectoire 


des vecteurs r et V,. On remarque sur la figure 7.1 l'angle polaire ®. 
Soient en outre r, une distance fixe quelconque de l'engin au centre 
d'attraction (par exemple la distance initiale) et g l'accélération de 
la pesanteur à cette distance. Il est commode d'introduire des va- 
riables sans dimension 


LT jy Va = € 7.2. 
P= To ? 1V V5 : L 4 be 1) 


Ici test le temps courant sans dimension et t, le temps avec dimen- 
‘sion. 
Introduisons l’accélération de poussée sans dimensior 


f = fal/g. (7.2.2) 


Ensuite, comme V. Béletski et V. Egorov dans [7.2], mettons 
les équations du mouvement, au moyen des variables Ÿ, p, «@, 
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sous la forme 
dv cos &@ _dp 


dr 17 pt >? Fr 0e (7.2.3) 

| [2] 
d sin? @œ / V2 = 1 
a 0Sa=— 7 (+4), Re 


La première de ces équations définit le mouvement en projection 
sur la tangente à l'orbite; f est l’accélération de poussée. et le deu- 
xième terme du second membre, la projection de l’accélération qui 
provient de la force de l'attraction newtonienne. Quant à la deuxième 
équation, elle définit simplement la composante radiale de la vites- 
se de l’engin. La troisième équation décrit le mouvement en projec- 
tion sur la normale à la trajectoire. La quantité À qui intervient dans 
cette équation est l'énergie mécanique sans dimension du mouve- 
ment. 

Pour que la trajectoire soit complètement définie, il manque 
l'équation pour l'angle polaire œ: 


_ (p2@) = fp sin &. (7.2.4) 


Connaissant la solution du système (7.2.3), on peut intégrer (7.2.4) 
par une quadrature. 

Le système (7.2.3) est fermé et, conjointement avec (7.2.4), 
donne une description complète de la trajectoire et de la loi du mou- 
vement. Par malheur, il est impossible de faire l'intégration sous 
forme analytique fermée. 

Pour faire l'analyse qualitative il est commode en outre d'écrire 
les équations différentielles pour les éléments osculateurs de l'orbi- 
te : l'énergie = et le demi-paramètre focal p. Elles s'obtiennent faci- 
lement en dérivant par rapport au temps les identités À — V*°/2 — 
— 1/p et p = p°V* sin* « et en portant dans le résultat les expres- 


sions de Y, . a tirées de (7.2.3). Il vient 


dh dp 2fp 
=, =. (7.2.5) 

On remarque aussitôt que l'énergie k et le demi-paramètre focal p 
augmentent de façon monotone. L'énergie h est liée à la longueur du 
demi-grand axe a de l'orbite par la relation À — —1/2a. Puisque de 
toute évidence a >> 0, on a À << O0 (jusqu’au moment où, la vitesse 
parabolique étant atteinte, on aura h — 0). La croissance monotone 
de À traduit l’allongement monotone du demi-grand axe a de l'orbi- 
te. L'augmentation simultanée des paramètres p, a décrit.le « gon- 
flement » de l'orbite qui devient de plus en plus grande. Il est clair 
que, l'accélération f étant faible, la trajectoire après la première 
révolution est assez semblable à une ellipse képlérienne obtenue pour 
f = 0; or, puisque da/dt >> 0 et que dp/dx > 0, l’ellipse « gonfle » 
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Fig. 7.2. Un exemple de mise en vitesse à partir de l'orbite circulaire. Les chif- 
fres affectant la trajectoire marquent la durée de vol sans dimension 


d’une spire à l’autre, si bien que le vaisseau spatial orbite autour de 
la Terre suivant une spirale qui se déroule. 

Un exemple de spirale de cette nature (obtenu par l'intégration 
numérique des équations du mouvement (7.2.3), (7.2.4)) est illustré 
sur la figure 7.2. Nous avons pris une valeur assez grande de f, 
égale à 0,01, afin d'abréger le calcul ; il n'empêche que la trajectoi- 
re de la figure 7.2 présente toutes les propriétés qualitatives fondamen- 
tales inhérentes aux trajectoires avec f plus petit. L'orbite initiale 
a été supposée circulaire (on a en orbite circulaire Ÿ = 1, p = 1, 
h = —0,5). 

En regardant la figure on voit que les quelques spires de la spirale 
qui se déploie sont suivies par la phase finale du vol du vaisseau 
spatial : en cette phase, qui épouse la forme d’un arc de spirale plus 
doux qui ne s’enroule déjà plus autour de la Terre, le vaisseau atteint 
la vitesse parabolique (ou, ce qui revient au même. À — 0). Ensuite, 
le vaisseau s'éloigne de la Terre en emmagasinant une énergie de 
plus en plus importante. 

Etudions sommairement les propriétés du mouvement qui res- 
sortent des équations (7.2.3). Supposons que l'orbite initiale soit 
circulaire et que }j soit très petit. Dans ces conditions, le vaisseau 
spatial aura fait une multitude de révolutions autour de la Terre 
en suivant la trajectoire en spirale dont chaque spire peut être assi- 
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milée à une orbite circulaire, au moins sur une portion suffisamment 
longue au début du mouvement. Ceci est précisément l'approxima- 
tion essayée (elle est confirmée d’ailleurs par calcul numérique). 
Si chaque spire de Ja trajectoire est (approximativement) une orbite 
circulaire képlérienne, il doit y avoir 


On a alors 


portant cette valeur de À dans (7.2.5) pour la dérivée de =, on ob- 
tient 


dv 
"à = — f (7.2.6) 


(auquel cas il ressort de la première équation (7.2.3) que cos &« = 
= 2fp°). 

L'intérêt de l'équation (7.2.6) est qu’elle définit avec évidence un 
fait visiblement paradoxal: si le satellite est soumis à une force agis- 
sant dans le sens de sa progression le long de son vecteur vitesse, la 
vitesse du satellite se voit diminuer (en moyenne). On dirait que la 
force, en changeant de signe, repousse le satellite vers l'arrière | 
Ce paradoxe est bien sûr illusoire : en effet, l’énergie du mouvement 
croît, de même que le demi-grand axe de l'orbite; or, en vertu de la 
troisième loi de Kepler, l'allongement du demi-grand axe de l’el- 
lipse fait croître la période de révolution du satellite, c'est-à-dire 
diminue en moyenne la vitesse du mouvement, conformément à la 
formule (7.2.6). 

Dans le premier essai nous avons mentionné le « paradoxe aéro- 
dynamique » dans le mouvement du satellite: la résistance de l’at- 
mosphère se traduit par une augmentation de la vitesse du satellite 
(en moyenne). Maintenant nous avons affaire à un paradoxe analo- 
gue : la force de frottement atmosphérique s'exerce suivant la tan- 
gente à l'orbite du satellite mais dans le sens inverse de sa progres- 
sion, l'énergie du mouvement diminue, le demi-grand axe de l'orbite 
se raccourcit, la période de révolution du satellite devient plus cour- 
te, et la vitesse moyenne du mouvement du satellite sur son orbite 
croît. Cet accroissement se définit, lui aussi, par la formule (7.2.6), 
quitte à y poser j << 0. Plus exactement, on a dans ce cas 


Î = —CPat V?, 


où cest un paramètre constant et p,4 la densité de l'atmosphère. 

Revenons à notre problème de la mise en vitesse du vaisseau spa- 
tial par une accélération constante dirigée suivant la tangente à la 
trajectoire. 
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La vitesse du mouvement du satellite continue à diminuer en 
moyenne tant que son énergie reste négative, hk < 0. Or, augmentant 
de façon monotone, l’énergie À atteindra la valeur h = O au bout 
d'un temps fini, après quoi, devenue positive, elle continuera à aug- 
menter. En effet, pour À = Oon a V Æ0 et, d’après (7.2.5), dh/dt 
7 0. Or, si k > 0, il ressort de la troisième équation différentielle 
(7.2.3) que cos « croît de façon monotone, avec cos «—> 1 quand 
t— oo. En accord avec la deuxième équation (7.2.3), on a alors 
p— © pour T—+ oc et en accord avec la première, dV/dt = f > 0 
pour tT— oo car dans cette équation le terme cos æ&/p° devient aussi 
petit que l’on veut quand t—+ ©. On peut donc admettre que la 
vitesse du mouvement en orbite diminue en moyenne de façon mono- 
tone quand À << 0 et augmente en moyenne de façon monotone quand 
h > 0. Autrement dit, la vitesse passe par un minimum absolu dans 
un voisinage de k = 0 et dV/dx = 0. 

Cette constatation est utile pour la recherche des valeurs appro- 
chées des paramètres de la trajectoire en fin de la phase de mise en 
vitesse. En effet, ce qui nous préoccupe surtout c’est l'instant où 
le vaisseau atteint la vitesse parabolique (4 = 0). A quelle distance 
de la Terre cela arrivera-t-il ? Au bout de quel temps ? Quelle sera la 
vitesse du vaisseau à cet instant ? La condition « dV/dx = 0 pour 
h = 0 » aide à répondre à toutes ces questions. Appliquons en effet 
cette condition à la première équation (7.2.3). Il vient 


eV” ECS (7.2.7) 


Le signe « en indice inférieur rappelle que les valeurs des paramètres 
correspondent à la fin de la phase de mise en vitesse. La valeur de 
cosa, reste à déterminer. 

Puisque la vitesse parabolique V, vérifie la condition 


Vi=—, 
Ci 
il ressort de (7.2.7) que 
4 4f 
V, = no (7.2.8) 


Pour calculer la durée %, de la phase de mise en vitesse, intégrons 
la première équation (7.2.5). Il vient 


he — ho = fVt,, (7.2.9) 


où V est la valeur moyenne de la vitesse dans cette phase. On peut 
poser 


9 


ee  Vo+V 
ps 
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où V, est la vitesse initiale et V, la vitesse parabolique. Or, puis- 
que À, = 0, hs = —0,5, V, = 1 et V, se définit par (7.2.8), on 
obtient à partir de (7.2.9) 

1 


CR — 2" 7.2.10 
Vs ( 1+7/ 4 dd 
COS Ge 

Pour que tous les paramètres de la trajectoire au point de mise 
en vitesse soient connus, il nous manque l'angle &,. On trouve la 
formule correspondante *) dans [7.2], mais pour les calculs appro- 
ximatifs elle n'est pas obligatoire. L'essentiel est de connaître, ne 
soit-ce qu'approximativement, les paramètres au point de mise en 
vitesse. Profitons du fait que cos &,— 1 quand T— oc et substi- 
tuons à cos &, sa valeur limite cos &, = 1. Les formules (7.2.7), 

(7.2.8) et (7.2.10) deviennent alors beaucoup plus simples: 


1 477 1 
Px vf? Ve V 4j, T+ f(1+ÿ/4f)" (7.2.11) 

La comparaison avec les résultats du calcul exact (intégration nu- 
mérique des équations du mouvement) montre que ces formules 
donnent les valeurs des paramètres de mise en vitesse avec une erreur 
de 5 à 15% tout au plus : une telle précision suffit parfaitement pour 
les calculs estimatifs, le choix de l'orbite à priori, etc. Après avoir 
retenu une variante quelconque de la trajectoire à l’aide des for- 
mules approchées (7.2.11), on peut toujours justifier cette variante, 
ainsi que des variantes proches de celle-ci, par l'intégration numé- 
rique des équations du mouvement. 

Afin de passer aux paramètres avec dimensions on doit, après 
avoir calculé p,, V, et t, d’après (7.2.11), appliquer les formules 
(7.2.1). 

Notons en outre que V = dS/dt, où S est la distance (sans 
dimension) parcourue par l'engin. Portons cette expression de V 
dans la première équation (7.2.5) et intégrons cette dernière. Nous 
obtenons une relation exacte 


h—ho=f(S —S) (7.2.12) 


d'où il est aisé de déduire l’espace parcouru par le vaisseau. Par 
exemple, si l'accélération f d’un vaisseau qui quitte l’orbite circu- 
laire (k, = —0,5) est 106, la distance (sans dimension) parcourue 
en phase de mise en vitesse parabolique (k = 0) est S = 0,5-104. 
Or, S = Sy/ro, où r, est le rayon de l'orbite de départet S, la dis- 
tance parcourue, mesurés en unités de longueur. Si r, = 7000 km, 
on a Sa — 35 millions de km. 


*) Voici cette formule: 


2V1 
Sin Œy — (YF): . 
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Les tableaux 7.1 à 7.4 ci-après donnent quelques résullats du cal- 
cul des paramètres des trajectoires spirales de mise en vilesse. Toutes 
les valeurs se rapportent à la fin de la phase, c'est-à-dire à l'instant 
où la vitesse parabolique est atteinte. Les paramètres marqués de 
l'astérisque ont élé calculés d’après les formules approchées (7.2.11); 
sans astérisque, les paramètres ont été obtenus par l'intégration 
numérique exacte des équations du mouvement. 

Le tableau 7.1 permet également d'évaluer l'exactitude du cal- 
cul avec les formules approchées : ,, Ô,-, 6, sont les erreurs relatives 


du calcul d’après ces formules (par exemple, ô, = 1Pe Pl, ;] on est 


? 

de même pour ô.- et ô,). Dans la dernière colonne du tableau 7.1 
on trouve le nombre des révolutions faites par le vaisseau avant d'at- 
teindre la vitesse parabolique. Tous les paramètres du tableau 7.1 
sont sans dimension ; les tableaux 7.2 à 7.4 donnent quelques carac- 
téristiques avec dimension. 

L'analyse des tableaux montre que. pour une accélération de 
l'ordre de ! mm/s°, la phase de la mise en vilesse dure près de 100 


Tableau 7.1 
Mise en vitesse à partir d’une orbite circulaire 


Vs V 


dy 


10-21 69,1! :510,078| 10,00! 8,939 0,11810,44710,47310,072| 37,5 4 
5-1073| 145 157 10,074! 14,14112,438] 0,137 | 0,375 | 0,401 | 0,063 | 36 8 
1073] 799 | 85610,066 | 31,62,27,846| 0,135 | 0,251 | 0,268 | 0,068 | 33 39 
5.10 14651 |1758 | 0,061 | 44,72139,506| 0,132 | 0,211 | 0,225 | 0,066 | 32,5 | 79 
10-418:61 |9192 | 0,047 |100,00187,715] 0,139 | 0,141 | 0,151 [0,066 | 31,5 | 398 


Tableau 7.2 
Mise en vitesse autour de la Terre. Altitude initiale 
de l’orbite circulaire au-dessus de la surface de 
la Terre 11,— 300 km 


! PE mm/s° t, jours | r, Km | Va, Kkm/s 
107: 89,5 0,75 56 630 3,65 
5.103 44,7 1,5 82 970 3,10 
1073 8.95 8,5 185 760 2,07 
5.404 4,5 17,5 263 545 1,74 
104 0,9 92 585 150 1,17 


15—-0262 
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Tableau 7.3 


Mise en vitesse autour de la Terre. Altitude initiale de 
l'orbite circulaire au-dessus de la surface de la Terre 


H, = 6000 km 
Î | fa. mm/s? | t, jours | r, Km | Va: km/s 
10° 26 2 110 580 2,68 
5-10-3 13 4 153 870 2,275 
1073 2,6 21,5 344 483 1,52 
5.101 1,3 44 4S8 730 1,58 
101 0,26 232 4 085 120 0,86 


Tableau 7.4 
Mise en vitesse autour de Mars. Altitude initiale 


de l'orbite circulaire au-dessus de la surface 
de Mars H,— 300 km 


Î | PT mm/s? | t, jours | r, km | Va: km/s 


10° 31,6 0,93 33 (0 1,61 
95-1073 15,8 2 45 920 1,37 

1073 3,16 11 102 810 0,91 
5-10 1,6 22 145 860 0,77 

1071 0,3 115 323 840 0, 


jours pour la Terre et près de 30 jours pour Mars, à condilion que 
cette phase commence à l'altitude de 300 km au-dessus de la surface 
de la planète correspondante. Les mêmes durées caractérisent la pha- 
‘se de freinage à partir de la vitesse parabolique jusqu’à la 
vitesse circulaire, suivie de la mise en orbite à 300 km d altitude. 
Si l'orbite de départ a une altitude de 6000 km, alors, disposant d'une 
accélération de l’ordre de 1 mm/s°, on atteint la vitesse parabolique 
au bout d'une quarantaine de jours. (L’utilité des calculs pour les 
grandes altitudes de l'orbite de départ, de l’ordre de 6000 km, 
lient au fait que les orbites de ce type sont situées au-delà de la 
première ceinture de radiations de la Terre. La dépense d'énergie 
supplémentaire pour la mise en orbite haute sera compensée par la 
diminution du poids du blindage.) 


PARAMBTRES ET PARADOXES DE LA MISE EN VITESSE 227 


Citons encore une formule remarquable. Il ressort du tableau 
7.1 que la formule 
__ 0,04 


oc} 


(7.2.13) 


définit admirablement bien le nombre n des révolutions pour la mise 
en vitesse à partir de l'orbite circulaire. Cette formule est purement 
empirique ; elle n’a pas pu être justifiée par les moyens analytiques. 

Citons, enfin, les résultats du calcul (intégration numérique) 
de la variation dans le temps des paramètres de la trajectoire de mise 


150 T 


Fig. 7.3. Variation dans le temps des paramètres de la trajectoire de mise en vites- 
se (variables sans dimension) à partir d'une orbite circulaire; f = 0,01 


en vitesse (fig. 7.3). Etudions le comportement de la vitesse F. 
Cette caractéristique se comporte en conformité absolue avec notre 
analyse qualitative préalable des équations du mouvement: elle 
diminue en moyenne tant que la vitesse parabolique n'a pas été 
atteinte, puis, au moment où l'énergie À passe par O0, elle atteint 
son minimum absolu et, cet instant passé, elle se met à croître de 
façon monotone. 

D'autre part, en regardant bien la figure 7.3, on y remarque des 
particularités qui n'ont pas été révélées dans notre analyse appro- 
chée. Tout d’abord, ce sont de petites variations de la vitesse autour 
de sa valeur moyenne qui décroît de façon monotone (en phase de 
mise en vitesse). La variation de l'orbite, elle, est non monotone 
en général. Si la mise en vitesse commence à partir d’une orbite 
circulaire, la poussée du moteur fait de l'orbite osculatrice une 
orbite faiblement elliptique. Or, on sait qu'en orbite elliptique la 
vilesse et le rayon vecteur varient périodiquement. Superposées 
a la variation monotone moyenne des paramètres, ces variations 


15* 
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périodiques donnent justement le tableau montré sur la figure 7.3 
(on ne distingue pas les oscillations de p, à cause de l'échelle de la 
figure). 


3. Une spirale monotone 


On peut cependant construire toute une classe de trajectoires dont 
tous les paramètres varient d'une façon monotone [7.3]. Ecrivons le 
système d'équations complet en éléments osculateurs pour notre 
problème : 


dp 2p de __, 2(e+-cos v) 
A es 
= | (7.3.1) 
do 2sinv dv V’p 2sinv 
PES ne ru rs Te * 


Ici, comme dans le premier essai, e est l'excentricité osculatrice de 
l'orbite. w la longitude osculatrice du périgée, v l'anomalie vraie. 
Les quantités p et V se définissent en fonction des variables intro- 
duites au moyen des formules 


1 | = 
P= sr» V= y ++ e+ 2e cos v). (7.3.2) 


Rappelons que nos variables sont sans dimension. 
Faisons à présent un changement de variables: 


V=GNHV, p= (NP. 
= (PAP, += (PAT 
Maintenant les (1.3.1), (7.3.2), considérées par rapport 


aux variables V, p, p, t, se présentent exactement comme Si nous 


avions posé dans (7.3.1) 2f = 1 et mis V, p, p, v au lieu de V, p, 
P, 7. Et c'est pourquoi, en définissant une trajectoire quelconque 
pour 2f — 1 d’après (7.3.1), nous obtenons conformément à (7.3.3) 
toute une famille de trajectoires pour des f arbitraires. 

En ce qui concerne la trajectoire avec 2f — 1, cherchons. selon 
l'idée de D. Okhotsimski [7.3], une solution de (7.3.1) telle que 
e— 0. p— 0 et cos v— 0 pour T—+ — (dans la suite, nous omet- 
trons de surligner les lettres). Une telle solution s'avère unique. Dans 
un certain sens, c’est une solution universelle, car elle ne dépend au- 
cunement des données initiales définies à l'avance et correspondant 
à une distance non nulle du centre d'attraction. Les paramètres de 
cette solution varient d'une façon monotone jusqu’au, moment où 
la vitesse parabolique est atteinte. L'ellipse osculatrice définissant 
cette solution est d'autant plus proche de la circonférence qu'elle 
est petite. Toute orbite initiale répondant à cette solution aura une 
ellipticité, petite mais déterminée (à condition que l'orbite ne soit 
pas exagérément grande). 


(7.3.3) 
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Compte tenu du changement de variables (7.3.3), à la trajectoire 
universelle décrite correspond une multitude de trajectoires pour 
lesquelles on a aussi e— 0, p— 0 et cos v—> 0 quand t—+ — ©; 
ajoutons que la solution se construit de façon à avoir e — Î pour t — 


Nous donnerons le résultat final du calcul [7.3] de la spirale 
monotone de mise en vitesse. Il y a intérêt à distinguer trois phases 
successives de mise en vitesse. En première phase, pour p très petit, 
la trajectoire se définit par la solution asymptotique : des séries sui- 
vant les puissances de p. En deuxième phase la trajectoire se défi- 
nit par intégration numérique, les données initiales étant déduites 
des formules asymptotiques de la première phase. En troisième pha- 
se, p prenant des valeurs élevées, la trajectoire se définit par des 
séries de puissances de 1/p. C’est en deuxième phase que la vitesse 
parabolique (e — 1) est atteinte. 

I] se trouve qu'en première phase la solution se laisse mettre 
sous forme de séries suivant les puissances de p* : 


e=pÀ expit, cosv=p? À vip, 
k=0 k=0 
o= —3,40942 + p2+ © qp'*, (7.3.4) 
RkR=0 


C0 
T—=1,34571 +p-1/2 >, x,p*é. 
k=0 
Ces formules s'obtiennent essentiellement en transformant une par- 
tie des équations (7.3.1) de façon à avoir 


de d cos v 
ap —/e(P; €, cos v), ap = f, (p, e, COS V). 


Les coefficients ex, Vr, a, Tr des développements (7.3.4) sont réu- 
nis dans le tableau 7.5. 


Tableau 7.5 


k ER VR PR Th 

0 1,0.109 1,0.109 —0,5-100 —2,0.10° 

1 | —6,0-100 —3,0-10! 2,15-109 4,285114- 1071 
2 3,93-10? 3,177-103 —4,835417-10t | —5,15.100 

3 | —5,0216-10t —6,528080. 105 4,292169.103 3,604946. 10? 
4 1,271935.107 2,162289-108 —8,098106.105 | —5,110699.101 
9 | —5,007378.10° —1,051549-1011 2,555165 -105 1,281759 - 107 
6 2,829338. 1012 7,073346-1013 | —1,204903-.1011 | —5,010652- 10° 
7 | —2,173519-1015 —6,303206 1016 7,935154-1013 2,819974 1012 
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Lorsque p est grand (en troisième phase de mise en vitesse), les 
développements se présentent comme suit : 


e=0,76649p+ À eip*, cosv— Ÿ VED"*, 
k=1 k=1 


w—= —1,5708+ pt D qip*, (7.3.5) 
k=0 


t= —1,611+ © rip. 
Rk=0 } 


Les coefficients e;, v4,, qs, T4 sont donnés dans le tableau 7.6. 


Tableau 7.6 


k Eh th Ph vh 

0 — — —1,30465 - 109 1,53298. 10° 

4 | —4,58k1). 1071 9,16000. 1071 0 0 

2 6,80189- 1071 —2,04057 -109 —7,14093.10-2 | —7,40216.1071 
3 | —S.45172-.101 3,38069. 109 —3,20210.10-1 5,44159.10-1 
4 5,65241 - 1071 —4 ,42624.10" 1.059876 - 101 —3,11374-107! 
5 | —4,86283-10r1 2,91710-100 —2,39421 -10v —1,23027 107: 
6 | —9,64784.10"1 6,75349-100 4 ,44336 - 109 8,58159-10-1 
T 4 ,43942 -100 —3,55154-101 —6,81926 -100 —2,41946-109 

8 | —1,10624-10!1 9,95619-10! 7,14454 - 109 4,80913-100 

9 2,11182-10! —2,11182-10° —2,45367 -100 —7,51642-109 

10 | —3,13216-10! 3,44538-.10° —1,89947.101 8,38035 -100 

11 2,90194.10! —3,48233-10° 7,31602.101 —1,84542.109 

12 1,76253.101 —2,29129-10? —1,79535 - 102 —2,32322.10! 

13 | —1,71363.10° 2,39908 . 103 3,41319-102 8,44939 .10! 

14 5,21883 10° —1,91825-10 —4 ,90991 - 10° —2,00619-10° 


Le tableau 7.7 donne les valeurs des fonctions e (p). cos v (p), 
© (p), T (p) lorsque p varie de 0,10 à 20.0. On y trouve également 
la valeur de l'énergie double 


La variation de ces fonctions avec p est illustrée aussi sur la figure 


7.4. La figure 7.5 montre la variation de la vitesse V, de l'énergie À 
et de la distance p en fonction du temps. Enfin, on voit sur la figu- 
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cos vil e,t,n 


0.313 e 
h 
0,2 | 2 
2 3 4 P 
0 > 
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Fig. 7.4. Comportement des éléments osculateurs de la spirale universelle de 
” D. Okhotsimski 
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Fig. 7.5. Variation de la vitesse F, de l'énergie h, de la distance p en fonction 
du temps le long de la spirale universelle 
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0,009994 
0,014382 
0,019556 
0,025503 
0,032207 
0,039646 
0,047793 
0,056615 
0,066076 
0,076137 
0,086757 
0,097896 
0,109512 
0,121566 
0,134020 
0,146838 
0,180027 
0,215315 
0,251470 
0,288902 
0,365541 
0,443994 
0,523513 
0,603641 
0,764699 
0,925942 


0,009970 
0,014313 
0,019382 
0,025128 
0,031475 
0,038332 
0,045597 
0,053158 
0,060904 
0,068730 
0,076539 
0,084250 
0,091 795 
0,099118 
0,106179 
0,112949 
0,110190 
0,142004 
0,153636 
0,163344 
0,178381 
0,188657 
0,195430 
0,199643 
0,202929 
0,202030 
0,198833 
0,194388 
0,189299 
0,183923 
0,178472 
0,173075 
0,167807 
0,162713 
0,150857 
0,140292 
0,130929 
0,122627 
0,108659 
0,088240 


—53,3820 
—38,0922 
—28,8661 
—22,8710 
—18,7539 
—15,8022 
—13,6115 
—11 ,9390 
—410,6313 
—9,58789 
—8,74073 
—8,04234 
—7,45886 
—6,96556 
—6,54409 
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| cos vV | 


—\,97871 
—4,52754 
—3,99908 
—3,65360 
—3,36729 
—3,12493 
—2,91623 
—2,73398 
—2,57297 
—2,42927 
—2,29994 
—2,18264 
—2,07556 
—1,97723 
—1,88645 
—1.80226 
—1,61006 
—1,45562 
—1,31363 


—0,98117 
—0,80437 
—0,65205 
—0,51783 
—0,28806 
—0,09406 

0,07546 


1,16480 


Tableau 7.7 


h 


—9,99900 
—8,33161 
—7,14013 
—6,24594 
—5,54979 
—4,99214 
—4,53507 
—4 ,15331 
—3,82936 
—3,55073 
—3,30824 
—3,09505 
—2,90590 
—2,713673 
—2,59431 
—2,44610 
—2,15020 
—1,90728 
—1,70321 
—1,52756 
—1,23169 
—1,00359 
—0,80659 
—0,63562 
—0,34603 
—0,10188 
0,11332 
0,30881 
0,49019 
0,66110 
0,82398 
0,98058 
1,13213 
1,27959 
1,63459 
1,97558 
2,30692 
2,63133 
3,26588 
4,50165 
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Suite 
? e | cos v | © | T | h 
10,0 7,62514 0,074166 —1,70136 3,21638 5,11428 
12,0 9,16399 0,063919 —1,67957 3,68410 6,91490 
14,0 | 10,7014 0,056140 —1,66402 4 ,11294 8,10847 
16,0 | 412,2377 0,050040 —1,65236 4,51134 9,29756 
18,0 | 13,7733 0,045130 —1,64329 4 ,88505 10,4836 
20,0 | 15,3085 0,041095 —1 ,63604 5,23819 11,6675 


re 7.6 l’allure générale de la spirale en question. Les chiffres por- 
tés le long de la trajectoire sont les valeurs de p: la lettre Il marque 
l'instant où la vitesse parabolique est atteinte. En ce point 


V = 1,26846, p — 1,24259 *). 


—1,2 


Fig. 7.6. Allure générale de la spirale universelle 


*) G. Efimoy a fait une série de recherches fort intéressantes sur le calcul 
de trajectoires analogues mais optimales [7.5]. 


HUITIEÈME ESSAI 


DU SOLEIL PLEIN LES VOILES 


Sur des mers australes et boréales, 
Sur des eaux vertes et houleuses, 
Entre des rochers de basalte et de perle 
Bruissent les voiles des navires, 
Nefs à ailes rapides, guidées par des capitaines, 
Explorateurs de nouvelles terres. 
N. Goumiltov 


Les capitaines 


« Tendez vos mains au Soleil. Que sentez-vous ? La chaleur, bien sûr. 
Mais il y a aussi la pression. Vous ne vous en rendez même pas compte, 
tant elle est faible: à peine un millionnième d’once à la surface de vos 
paumes. Mais dans l'Espace même une quantité aussi négligeable peut 
devenir importante, parce qu'elle agit tout le temps, chaque heure, cha- 
que jour. Et ce n'est pas comme pour le propergol : elle ne coûte rien et 
il y en a tant que l'on veut. On a les moyens de l'utiliser. Nous pouvons 
construire des voiles qui capteront le rayonnement du Soleil. » 


C'est un extrait du Vent du Soleil, œuvre de science-fiction d’Ar- 
thur Clarke [8.1]. Avec autant de poésie que de rigueur scientifique, 
l’auteur y décrit la course dans l'Espace des yachts à voile solaire. 
Nous reviendrons plus d’une fois au texte de cette nouvelle (ces pas- 
sages sont en italiques). Le présent essai est une sorte de commentai- 
re scientifique à l'œuvre de A. Clarke. 

La pression approximative de radiation solaire à l'orbite de la 
Terre est p = 4,5-10-8 gf/cm*. C'est une quantité infime. On peut 
cependant armer l'engin spatial d’une voile suffisamment légère 
et suffisamment grande: la force cumulée de la pression de radiation 
solaire sur la voile peut alors communiquer à l'engin une accéléra- 
tion suffisante pour manœuvrer dans l’espace. On peut par exemple, 
en maniant judicieusement la voile, mettre le vaisseau en vitesse 
suivant une trajectoire spirale autour de la Terre et, une fois la vites- 
se parabolique atteinte. s'envoler dans l’espace interplanétaire ! 
De telles situations sont décrites par exemple dans le livre de G. Grod- 
zovski, You. Ivanov et V. Tokarev [8.2] qui contient une analyse des 
travaux consacrés à la dynamique du vol à voile solaire. 

Dans notre analyse nous nous servirons de l'ouvrage [8.3] de 
A. Skoptsov *). Si la voile est plane et possède une surface réfléchis- 


*) Je tiens à exprimer ici ma reconnaissance à A. Skoptsov qui m'a aidé 
dans mon analyse et qui a spécialement entrepris des calculs pour le présent 
essai. 
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sante idéale, la force résultante de la pression de radiation exercée 
sur cette voile se définit par la formule 


P = 2p (R:/RY S cos° 6 = P, cos’ 6 (8.1) 


et est dirigée suivant la normale n au plan de la voile. Dans la formu- 
le (8.1) À est la distance du Soleil à la voile. R; la distance du Soleil 
à la Terre, S l’aire de la voile, 6 l’angle entre les directions de la for- 
ce résultante et des rayons 
solaires. Seules seront envi- 
sagées, dans le texte qui 
suit, des orbites circumter- 
restres pour lesquelles on 
peut poser R:/R = 1. 

Cependant la voilen'’est 
pas forcément plane. Notre 
objectif sera optimal: at- 
Leindre la vitesse paraboli- 
que aussi vile que possi- 
ble. Pour le faire on peut 
non seulement modifier 
convenablement la position 
de la voile en vol mais aus- 
si choisir une construction 
de la voile propre à accélé- 
Fig. 8.1. Conditions de la conception op- rer autant que possible la 

timale de la voile solaire mise en vitesse. On peut, 

certes, manier le mieux 

possible une voile plane, mais il est beaucoup plus intéressant, du 

point de vue du temps dépensé, de manier le mieux une voile de 
conception optimale. 

Soient K, la résultante générale de la quantité de mouvement du 
flux de rayonnement incident et K, celle du flux de rayonnement 
réfléchi par la voile. La résultante P de la pression de radiation est 
PAK =K, —K,. La « meilleure conception » de la voile est 
celle pour laquelle 

IK |=1K; |; 

20 | K, | est indépendant de la direction de K:. 

On a (fig. 8.1) | AK | =2]|K, | cos 0, et la force cumulée de la 
pression de radiation est une fonction de l'angle 6: 


P = P,cos0, —n/2< 0 < x/2. (8.2) 


On voit sur la figure 8.1 le diagramme circulaire de variation de la 
force en fonction de l'angle 6 conformément à la loi (8.2) . L'autre 
diagramme, tracé sur la figure en pointillé, correspond à la voile 
plane : on remarquera une certaine différence. La construction vrai- 
ment « optimale » de la voile n’est pas unique; une des variantes 
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possibles est décrite dans [8.3] *). Si la voile « optimale » et la voile 
plane ont la même poussée maximale P,, alors, pour tout 6, on peut 
faire correspondre à la voile « optimale » une voile plane orientée 
normalement à la poussée P de la voile « optimale », auquel cas la 
voile plane développera une poussée dans la même direction que la 
voile « optimale » (encore que la 
poussée de la voile plane sera 
légèrement plus faible). 
Ecrivons l'équation du mou- 
vement en coordonnées polaires 
q, r. Supposons que la direction 
ç = 0 se confonde avec celle des 
rayons solaires (fig. 8.2). Le vol 
étant bref (quelques jours), on 
peut admettre que le Soleil reste 
immobile dans l'espace. Desi- 
gnons comme d'ordinaire par u et 
v les composantes radiale et trans- 
versale de la vitesse du vais- 
seau. En vertu de ce qui précède, 
la poussée agissant sur le vais- 
seau est la somme vectorielle de 
deux forces P, et P,. La force P, 
est constante en intensité et endi- 
rection (orientée parallèment aux 
rayons solaires) ; ses composantes radiale et transversale sont respec- 


tivement _- cos p et — sin o. La force P, forme un certain angle, 
par exemple y, avec la direction radiale. Ses composantes sont 


P Pa 
3 cos Y, TZ sin Ÿ. 


T8 


UE 


A ë 
LAS 
| LES 
au CA 


Fig. 8.2. Le système de coordonnées 


Désignons par a, = P,/m la plus grande accélération développée 
par la meilleure voile. Les équations du mouvement s’écrivent ainsi : 


.2 
= HS (cosy+cosp)f(r, p), 
D — #4 (sin y—sinp)f(r, p), 
dr (8.3) 
æ 
d _ 
ETES 


Ici u est le paramètre gravitationnel de la Terre. 


*) Curieusement, cette construction contient un dispositif décrit dans le 
roman fantastique L'hyperboloïde de l'ingénieur Garine d’Alexeï Tolstoï: il 
s'agit de deux paraboloïdes cofocaux dont les « pavillons » sont tournés l’un vers 
l’autre et qui ont des distances focales très différentes. 
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Les équations (8.3) contiennent un facteur très important, à sa- 
voir : la « fonction d’ombre » f (r, œ). En effet, la pression de radia- 
tion ne s’exerce sur la voile qu’en dehors de l’ombre terrestre. Dès 
que le vaisseau entre dans l’ombre de la Terre, toute pression cesse. 
Les composantes de la force de pression de radiation sont donc mul- 
tipliées par la fonction f qui est égale à 0 dans l’ombre de la Terre 
et à { en dehors de l’ombre. Or l'ombre de la Terre est un phénomène 
compliqué, elle n’a pas de frontière bien délimitée à cause de la 
pénombre, et, aussi, de la dissipation des rayons dans l’atmosphère 
terrestre. Il est donc préférable de choisir comme f non pas une fonc- 
tion « tout ou rien » mais une fonction continue tenant compte d’une 
façon suffisamment précise des propriétés réelles de l’ombre, par 
exemple la fonction représentée sur la figure 8.3. A. Skoptsov [8.3] 
utilise, lui, la fonction 


f(r, p)=—< arcigaæ (V/1—(É8 ) — 0059) ++, (8.4) 


r 


où le choix du paramètre « détermine la vitesse de croissance de la 

fonction d'ombre pendant la traversée de sa frontière (c’est-à-dire 

fr, +) la largeur de la pénombre sur 
+ la figure 8.3). 

QE Les équations (8.3) contien- 
nent une fonction libre y (ft). 
Il convient de la choisir de 
telle façon que la mise en vi- 
Lumiërel | ( tesse parabolique du voilier 

j Ombre | spatial soit aussi brève que 
| | l possible. Pareille manœuvre 

Peioille ST optimale de la voileest analy- 
sée dans [8.3]. C'est une fonc- 
tion assez compliquée. L'’au- 
teur de [8.3] montre cepen- 
dant que le résultat (durée de mise en vitesse) est très voisin de 
celui qu'on obtient en réalisant ce qu’on appelle la manœuvre opti- 
male locale : c'est une commande de  ({) qui donne une croissance 


maximale de l'énergie k = u® + v° — 2u/r en tout point de l’es- 
pace de phase. 
Ecrivons la dérivée 


Lumicre P 


Fig. 8.3. La fonction d'ombre 


Ce d 


dh 


7 = Gof (ucosy+v sin y+ucosp—vsin œ). 


Elle présente son maximum par rapport à y lorsque 


cosy=ulV, siny=u/V, V=Vu?+v?. (8.5) 
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Dans ce cas, la force P, est orientée parallèlement au vecteur vitesse 
du vaisseau et 
dh 
= aof (V + Va), (8.6) 


où V est le module de la vitesse totale du vaisseau et V. la projec- 
tion du vecteur vitesse sur la direction des rayons solaires. Puisque 


(2 
V + V,2> 0, il ressort de (8.6) que l’énergie À croît de façon mono- 
tone, ce qui garantit que n'importe quelle valeur de l'énergie sera 
obtenue tôt ou tard. En particulier, le vaisseau atteindra nécessai- 
rement la vitesse parabolique. 

Admettons donc que (8.5) soit la manœuvre locale optimale et 
proposons-nous de considérer les équations du mouvement (8.3), 
(8.4) dans lesquelles intervient (8.5). Nous obtenons ainsi un problè- 
me intéressant de dynamique qui réunit deux problèmes diffé- 
rents que nous connaissons déjà : celui d’un mouvement qui résulte 
de l’action d’une accélération constante en grandeur et en direction 
dans l’espace et celui d’un mouvement qui résulte d’une accélération 
tangentielle constante. Dans le cas considéré les deux accélérations 
sont égales en valeur absolue. 

Les équations du mouvement (8.3) à (8.5) étant établies, nous 
passons à l’analyse dynamique du texte du Vent du Soleil de Clarke. 


« Le vent interplanétaire s'était déjà engouffré dans l'énorme dis- 
que de la voile. Les gréements tremblaient. Il ne restait plus 
que trois minutes avant le départ... L'immense voile était tendue à 
craquer, sa surface polie étincelait et jouait au Soleil. A Merton, qui 
nageait en apesanteur autour de son périscope, la voile semblait couvrir 
tout le ciel. Rien d'étonnant car ses cinquante millions de pieds carrés 
étaient reliés à la capsule par une centaine de milles de cordages. Cou- 
sues ensemble, toutes les voiles de tous les clippers anciens qui fuyaient 
jadis, tels de blancs nuages, sur la mer des Indes, ne pourraient égaler 
celle que le Diane présentait au vent solaire. Quant au poids, la voile 
gigantesque contenait à peine plus de matière qu'une bulle de savon : 
ces deux milles carrés de plastique aluminisé n'avaient que quelques 
millionnièmes de pouce d'épaisseur. » 


Faisons la conversion: cinquante millions de pieds carrés = 
— 4,65 km*, ce qui correspond à une voileronde d’un diamètre de 
2,4 km ! On ne peut espérer, avec une voile moins grande, obtenir une 
accélération suffisante pour faire des manœuvres dans l’espace. De 
surcroît, la voile doit être aussi légère et par conséquent aussi fine 
que possible: en effet, la force de pression est proportionnelle à 
l’aire de la voile, mais l’accélération est le quotient de cette force 
par la masse du vaisseau, voile comprise. La diminution du poids 
de la voile est donc un problème important. C’est précisément la 
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création d’une voile de grande étendue et de faible épaisseur qui 
constitue le plus grand problème technique du vol à voile solaire. 

La voile du Diane, malgré l'épaisseur insignifiante (de l’ordre 
d’un dix-millième de millimètre), devrait peser 700 à 1000 kgf! 
(La feuille de plastique aluminisé a un poids spécifique de 
1,210 kof/m*.) La bulle de savon dont parle Clarke devrait évidem- 
ment avoir à peu près la même taille que la voile... Si le poids du 
reste du vaisseau (les agrès, la capsule, le cosmonaute...) est de 1 
à 1,5 tonne, l’accélération communiquée au vaisseau peut atteindre 
dans les 10-%g. Ce sont justement des yachts de cette « classe » qui 
participent aux courses décrites par Clarke. Il y en a sept, et leur 
course est pleine de dramatisme. Mais nous n’allons pas décrire ici 
les péripéties du vol et l’aventure de John Merton, valeureux capi- 
taine du Diane. C'est la mécanique du vol qui nous préoccupe, et il 
nous suffira de suivre le mouvement d’un ou de deux yachts. 


« Sur les quatre planètes habitées, on comptait moins d'une vingtai- 
ne d'hommes capables de maîtriser le yacht solaire, et ces hommes étaient 
tous là, à la ligne de départ ou à bord des vaisseaux d'accompagnement, 
orbitant ensemble à vingt-deux mille milles au-dessus de l'équateur. » 


L'orbite de départ est probablement circulaire. De plus, c’est 
une orbite synchrone: la période de révolution du satellite en orbite 
synchrone est égale à la période de rotation de la Terre sur elle-mé- 
me, soit à 24 h. Un satellite mis en orbite synchrone équatoriale se 
trouve « suspendu » d’aplomb à un même point géographique de la 
Terre. Le rayon de l'orbite circulaire synchrone est r, & 42 190 km. 
Le rayon de la Terre étant Rs = 6370 km, on conçoit que la hauteur 
de l'orbite au-dessus de la surface de la Terre soit k — 35 820 km, 
ou 22 260 milles: les vingt-deux mille milles dont parle Clarke ! 
Un peu plus tard, l’auteur précise qu’il s’agit effectivement d’une 
orbite de 24 h. Nous prendrons donc comme données initiales pour 
l'intégration des équations du mouvement (8.3)-(8.5) les données 
qui correspondent à l'orbite circulaire synchrone: 


ro = 42 188 km, u,=0, vu =Vur (8.7) 


(on sait que la dernière formule est celle de la vitesse circulaire en 
orbite de rayon r,). L’angle initial @, sera choisi un peu plus tard. 


« Sept couteaux étincelants coupèrent les sept minces cordes qui re- 
liaient les yachts aux vaisseauxz-mères d'assemblage et de service. Jus- 
qu'à cet instant ils avaient gravité en bon ordre autour de la Terre; 
maintenant ils allaient se disperser comme les graines de pissenlit em- 
portées par la brise. Vaincra celui qui traversera le premier l'orbite de 
la Lune. | 

Apparemment rien ne changea à bord du Diane. Mais Merton, 
lui, savait. Bien que son corps ne ressentit aucune secousse, la planche 
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de bord annonça que l'accélération approchait le millième de g. Un 
indice ridicule pour une fusée spatiale, mais pour le yacht solaire c'était 
un record. Le Diane était savamment dessiné, sa voile géante justifiait 
tous les espoirs de Merton. Avec cette accélération, il développera en deux 
révolutions une vitesse suffisante pour pouvoir quitter l'orbite circum- 
terrestre. Puis, toute la force du 
Soleil derrière lui, il mettra le 
cap sur la Lune. » 


Le point d'arrivée étant la 
Lune, il est logique de suppo- 
ser que la course a lieu dans 


Il 
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le plan de l'orbite lunaire (ou Li P=——= 
approximativement dans le — EE — 
plan de l'écliptique.) Admet- | = ——— 
tons que l'orbite synchrone de —__— | = — 
départ fût, elle aussi, dans ce = 9 —— —— 
plan. La phrase sur les yachts = —— 
passant au-dessus de l'équa- nn — 


teur ne contredit pas cette hy- 
pothèse: on peut supposer 
qu'à l'instant décrit la trajec- Fig. 8.4. Trajectoire d'un satellite éclip 
toire de vol des yachts tra- tique de 24 h 
versait justement l'équateur. 
La figure 8.4 donne la forme approximative de la trajectoire d’un 
satellite écliptique de 24 h, c'est-à-dire la trace de son rayon 
vecteur à la surface de la Terre. 

Du passage cité il ressort également qu’on doit poser dans les 
équations (8.3) 

ap = 0,001g, (8.8) 


car telle est (à peu près) l'accélération maximale du Diane communi- 
quée par la pression de radiation solaire (il s’agit certainement dans 
le texte de cette accélération et non de l'accélération produite par 
l'effet cumulé des forces de pression de radiation et des forces de 
gravité). 

La position initiale des yachts en orbite synchrone sera déter- 


minée par l'angle 
Po = — 1/2. (8.9) 


La valeur de q, (8.9) ressort sans ambiguïté de l'analyse de l’infor- 
mation contenue dans le texte de Clarke ; nous le verrons par la suite. 

Les données (8.7)-(8.9) suffisent pleinement à intégrer numéri- 
quement les équations du mouvement (8.3)-(8.5). La figure 8.5 il- 
lustre le résultat de l’intégration, c’est-à-dire la trajectoire parcourue 
par le vacht de John Merton. Remarquons qu'avant d'atteindre la 
vitesse parabolique, le Diane aura fait un peu plus de deux révolu- 


16—0262 
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tions autour de la Terre, exactement comme l'indique Clarke dans le 
passage que nous venons de citer. 

Il est vrai que, dans un autre passage, l’auteur pêche-t-i] par 
l’inéxactitude lorsqu'il dit : « Dans deux jours la vitesse de libération 
sera atteinte », et la nouvelle est basée tout entière sur l'hypothèse 
que la mise en vitesse dure à peu près deux jours. En réalité John 
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Fig. 8.5. Trajectoire du Diane 


Merton y mettra près de 120 heures, soit cinq jours (voir la figure 
où les chiffres affectant la trajectoire indiquent la durée en heures). 

La première révolution dure près de 30 heures (un peu plus d’un 
jour), le reste du temps de vol étant occupé par la deuxième révolu- 
tion très allongée. 

Il n'est pas possible de diminuer sensiblement la durée du vol 
car, comme nous l’avons signalé, notre programme de vol est très 
proche du programme optimal où la mise en vitesse est aussi brève 
que possible. Pardonnons cependant à Clarke son chronométrage un 
peu flou : Le Vent du Soleil n’est pas une thèse de doctorat mais une 
œuvre de science-fiction, où la rigueur scientifique n’est pas le pre- 
mier objectif. En revanche, les autres détails de la narration sont 
autant de perles d'authenticité: 


« Le Diane est bien parti; on pouvait maintenant jeter un coup 
d'œil sur les adversaires. Les voila, pareils à d'étranges fleurs argentées 
au milieu des champs noirs du cosmos... Le Sunbeam, de la République 
de Mars, avait la forme d'un anneau plat, percé en son centre d'un trou 
d'un demi-mille de diamètre; l'anneau tournait lentement, et la force 
centrifuge assurait sa stabilité. L'idée était ancienne, mais personne 
n'avait réussi à la matérialiser. Merton pouvait jurer que l'équipage 
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allait se donner toutes les peines du monde à braquer la voile au bon 
moment. 

Il restait cependant six heures encore avant la fin du premier quart 
du vol majestueux et lent des voiliers sur leur orbite de vingt-quatre heu- 
res. En attendant, au tout début de la course, ils avaient tourné pour 
ainsi dire le dos au Soleil. L'important était de tirer le maximum de 
cette bordée, avant de contourner la Terre et d'avoir le Soleil debout. » 


Six heures pour le premier quart de vol, ou pour le changement 
de l’angle polaire @ de 90°: un chiffre à peu près exact. S'il n’y 


24 _7.5 


Direction 
de Ja lumière 


168 
Fig. 8.6. Hodographe de l'accélération perturbatrice du Diane 


avait pas la voile, il serait absolument précis. Les variations’ de l'or- 
bite en phase initiale à cause de la voile ne peuvent pas être très 
grandes : elles n’ont simplement pas le temps de’s’accumuler. Compte 
tenu de l'effet de la voile, le premier quart de révolution dure près 
de 6 heures 5 minutes. Quant à « tirer le maximum de cette bordée », 
il est vrai qu'en phase initiale l’accélération due à la pression de 
radiation est maximale ou presque, la voile étant à peu près normale 
aux rayons du Soleil. On voit sur la figure 8.6 l’hodographe de l’ac- 
célération de la pression de radiation solaire le long de la trajectoire 
du Diane. Sa voile plane doit rester en permanence normale au vec- 
teur accélération tracé sur la figure. 


Entre le moment du départ (® — —90°) où la voile était normale 
aux rayons et l'accélération de poussée était maximale (a, = 0,001 g) 
et le moment de l’entrée dans l’ombre terrestre (og — —7°,5) la 


voile n’aura tourné que d’un angle inférieur à 40°, la perte de pous- 
sée n'étant que de 20% (jusqu’à 0,8a,). 

« Les petits cabestans tournaient sans cesse, tantôt pour dévider 
les cüäbles, tantôt pour les enrouler, tandis que le pilote automatique 
tenait la voile sous un angle correct par rapport au Soleil. 

On ne voyait presque plus la Terre, seul brillait un arc étroit qui 
progressait inexorablement vers le Soleil. À côte de l'arc étincelant se 


16* 
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dessinait faiblement dans la pénombre la face nocturne de la planète; 
çà et là, les feux des grandes villes perçaient à travers les nuages. Le 
disque opaque avait déjà occulté une bonne partie de la Voie lactée. 
Dans quelques minutes il aura commencé à masquer le Soleil. 

La lumière baissait ; à mesure que le Diane s'enlisait sans bruit dans 
l'ombre de la Terre, la voile prenait une teinte pourpre crépusculaire, 
reflet de multiples couchers du Soleil éloignés de milliers de milles. Le 
Soleil sombra derrière l'horizon invisible et quelques minutes plus tard 
ce fut la nuit. 

Merton jeta un regard en arrière sur l'orbite: il avait déjà fait un 
quart de son chemin autour du monde. Les étoiles brillantes des autres 
yachts s'éteignaient une à une comme ils plongeaient à sa suite dans la 
nuit qui n'allait pas durer. Une heure s’écoulerait à peine que le Soleil 
réapparaîtrait de derrière l'immense bouclier noir; mais d'ici là ils 
resteraient tous impuissants, volant par inertie. » 


Ainsi donc, avant de sombrer dans l'ombre terrestre, les yachts 
ont fait un quart de révolution : or, c’est justement la valeur initiale 
(8.9) de ps, égale à —90°, que nous avions prise pour l'intégration 
des équations du mouvement. Plus exactement, nous aurions dü 
prendre @, = —97°,5, afin de parcourir exactement un quart de 
révolution avant l’entrée dans l’ombre, car le déplacement angulaire 
des yachts entre le commencement et la fin de l'ombre est d'environ 
15°. Mais ne soyons pas tatillons dans cette reconstitution du dé- 
roulement de la course: l’auteur ne dit pas que le yacht a parcouru 
exactement un quart de révolution avant d’entrer dans l'ombre. 
Supposons donc que ce fut un quart à peu pres: cela n’a pas tellement 
d'importance (pour nous en persuader, nous avons tout de même 
entrepris un calcul avec ®, = —97°,5). Remarquons en outre que la 
durée de parcours de la zone d’ombre est effectivement de 1 heure 
comme il est dit dans le texte; une heure plus tard, le yacht réappa- 
raît dans la lumière du Soleil. 


« À partir de cet instant et tout au long de la presque moitié de 
l'orbite circumterrestre, il devra tenir cette immense surface de profil 
au Soleil. Pendant les douze ou quatorze heures qui suivront, la voile 
ne sera qu'un inconvénient: le yacht fonçant droit sur le Soleil, les 
rayons risquent de le rejeter en arrière. » 


Reprenons le diagramme des accélérations du Diane en première 
révolution (fig. 8.6). Dans la majeure partie de la demi-révolution 
en orbite le plan de la voile est en effet presque parallèle aux rayons 
du Soleil. C’est ainsi que, de @ — 48° à @ = 144° l’inclinaison du 
plan de la voile sur la direction du flux de lumière ne dépasse pas 
20°. Sur une grande partie de l'orbite, de @ — 24° à œ = 168°, 
où la course va plus ou moins « Soleil debout », cette inclinaison est 
de 35 à 45° tout au plus: cette partie de l'orbite est franchie en 14 heu- 
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res. En toute rigueur, il n’y a qu'un seul point (® = 96°) où la 
voile se présente de profil vis-à-vis du Soleil : en ce point la poussée 
est nulle. 


« Dommage qu'on ne puisse pas rentrer complètement la voileen 
atiendant. » 


Erreur. Sans voile, l’apport d’énergie aurait immédiatement ces- 
sé, tandis qu'avec la voile l’énergie croît de façon monotone, bien 
que lentement. 

Notons que le caractère général de la manœuvre optimale locale 
de la voile est très semblable à une manœuvre élémentaire qui con- 


0, rad 
6 Po = —7/2 
lo = 42188 km 


0 4 8 12 
®, rad 


Fig. 8.7. Manœuvre de la voile le long de la trajectoire du Diane 


siste à la braquer sans cesse dans le sens de mouvement du vaisseau 
mais avec une vitesse angulaire deux fois inférieure. Autrement dit, 
si 0 est l’angle entre la normale à la voile et la direction des rayons 
du Soleil, la manœuvre optimale locale est proche de celle-ci: 


0 —+ +. (8.10) 


On suppose que les deux faces de la voile ont même pouvoir 
réfléchissant, sans quoi l’on aurait dû remplacer (8.10) par une rela- 
tion analogue linéaire par morceaux en œ. 

La figure 8.7 montre la variation de la fonction 8 (œ) pour la 
trajectoire du Diane. On voit que les écarts par rapport à la loi (8.10) 


ne dépassent guère 5°. 
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« Quelques minutes plus tard, il ne resta que quatre participants 
au lieu de cing. Merton s'était montré sceptique dès qu'il avait vu le 
Sunbeam, et maintenant ses doutes se justifièrent. 

Le yacht martien s'avéra rebelle à la manœuvre: la rotation l’a 
rendu trop stable. Au lieu dese tourner de profil au Soleil, le gigantesque 
anneau offrit à l'astre sa face, et la pression de radiation repoussait 
maintenant le yacht avec la plus grande accélération. » 


Pour simplifier le raisonnement, admettons que la voile du Sun- 
beam, trop stable, a conservé une position absolument inchangée 
dans l’espace. Le vecteur accélération provenant de la pression de 
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Fig. 8.8. Trajectoire du Sunbeam 


radiation est ‘alors constant en grandeur et en direction. Or, nous 
avons déjà étudié un tel problème [8.4, 8.5] dans notre troisième 
essai et nous avons vu qu'il existe vraiment des trajectoires qui 
« rebroussent chemin », par exemple la trajectoire de la figure 3.15. 
Si l'équipage du Sunbeam n'arrive pas à maîtriser sa voile, l'énergie 
cessera de croître et le vaisseau n'’atteindra pas la vitesse paraboli- 
que ; il ne lui restera qu’à « se balader » aux environs de la Terre sui- 
vant une trajectoire bornée, du type de celle qui est montrée sur la 
figure 3.15. 

Nous avons montré aussi, dans le troisieme essai, que le bé de la 
trajectoire est déterminé dans ce cas par la valeur des constantes 
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c, h/V f (fig. 3.4). Pour nos données initiales (8.7)-(8.9) nous aurons 


R —0,5, k/V f= —0,5/V 0,044= — 2,380. 


Ce point du plan c, k/V f se situe précisément dans le domaine des 
trajectoires « serpentiformes » bornées: autrement dit, le Sunbeam 
sera littéralement emporté par 
le courant des rayons solaires 
avant de pouvoir faire une seu- 
le révolution autour de la 
Terre ! (Le fait que ce yacht 
ait pénétré une fois dans l’om- 
bre terrestre n’a aucune impor- 
tance en l’occurrence.) La fi- 
gure S.8 montre la trajectoire 
calculée d’un tel yacht (mais 
pour une plus grande valeur 
de l'accélération maximale a,). 

Il faut dire que même une 
manœuvre judicieuse de la 
voile ne garantit pas l’absen- 
ce de pareils incidents. Si le 
point de départ sur l'orbite 291! 
circulaire a été mal choisi, il 
peut arriver que le vaisseau 35,2 20.2 


se déplace suivant sa trajectoi- Fig. 8.9. La mi it à lc 

À È : s ig. 8.9. La mise en vitesse à la rencon- 
re de A " ee d : a tre du Soleil. La largeur de l’ombre 
contre du Soleil; la durée de terrestre est exagérée pour la clarté du 
la mise en vitesse peut fa- dessin 


cilement doubler! On voit 

sur la figure 8.9 ce que deviendrait le yacht de ‘John Merton 
s’il partait du point p, — —135° de l'orbite circulaire. Il est cu- 
rieux qu’en commençant la mise en vitesse dans l’ombre de la Terre 
(Po = 0), on aurait pu gagner près de 10 heures en comparaison avec 
le cas de p, = — 90°. La variation de la durée de la mise en vitesse 
en fonction du point de départ (en cas de manœuvre optimale locale) 
est illustrée sur la figure 8.10. 

Revenons cependant à nos courses. 


, 195N 9 


So = -937/4 
re = 42188 km 
a, = 0,00981 in/s° 


[, km X 10? 


« Tout se réduisit donc finalement; à ce duel entre le Diane et Le 
Lébédev... Mais, à vrai dire, Merton voyait mal comment le Lébédev 
allait rattraper le Diane; il n'empêche qu'il demeura nerveux pendant 
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toute la deuxième. révolution, de l'éclipse à la longue dérive paresseuse 
contre le Soleil. 

Il connaissait les pilotes et les ingénieurs russes. Depuis vingt ans, 
sans jamais y arriver, ils s'efforçaient de la gagner, cette course, ce qui, 
après tout, était normal: n'était-ce pas Piotr Nikolaiévitch Lébédev 
qui avait découvert la pression de radiation solaire, encore au tout début 
du vingtième siècle. 

Il fallait croire que Dmitri (Markov, le capitaine du Lébéder.— 
V. B.) avait plus d'un tour dans son sac, et qu'il allait justement mon- 
trer quelque chose de sensationnel… 

Sauf imprévu, ce serait le dernier tour, pour lui et pour les Russes. 
Puisant l'énergie dans les rayons du Soleil. ils avaient remonté la 
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Fig. 8.10. Variation de la durée de la mise en vitesse en fonction du point de 
départ choisi sur l'orbite synchrone 


spirale à des milliers de milles d'altitude. Après la dernière bordée ils 
auront vaincu l'attraction terrestre et se seront lancés dans leur longue 
course vers la Lune... Heureusement, toutes les manœuvres délicates 
étaient terminées, le Diane allait avoir toujours le vent dans le dos. Et, 
comme disaient les vieux marins, on maîtrise sans peine son navire 
quand le vent vous souffle dans le dos... » 


Le lecteur ne cesse de s’étonner de l’authenticité de la descrip- 
tion. On voit sur la figure 8.5 qu’à l’instant où le Diane a atteint la 
vitesse parabolique, son vecteur vitesse faisait un angle d'environ 
25° avec la direction des rayons solaires, et son vecteur poussée, un 
angle encore plus petit (près de 15°). Le vaisseau s’éloignant de la 
Terre, ces angles ne peuvent que diminuer: le yacht aura « le vent 
dans le dos ». Nous savons cependant que la phase finale de la mise 
en vitesse ne se place pas toujours sous un vent favorable: il suffit 
de choisir mal son point de départ sur la trajectoire circulaire pour 
avoir le vent debout. 
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« Et c’est après quarante-neuf heures de course, alors qu'ils jinis- 
saient la deuxième révolution, que Markov lui réserva une surprise. 

— Allô, John, dit-il d'un ton nonchalant dans le réseau inter- 
yachts. Viens voir, ça t’amusera. 

Merton se laissa glisser près du périscope et mit le grossissement 
maximum. Dans le champ de vue se dessinait la croix de Malte toute 
étincellante du Lébédev, petite mais très nette, vision impossible sur 
le fond des étoiles. Soudain les quatre bras de la croix se détachèrent 
de l'âme carrée pour disparaître dans l’espace avec leurs cordages et 
mäâtures. 

Markov largua toutes les masses inutiles, car il avait déjà atteint la 
vitesse de libération et n'avait plus besoin de tournoyer patiemment au- 
tour de la Terre pour emmagasiner de l'énergie. A partir de cet instant 
le Lébédev devenait presque non gouvernable, mais cela n'avait déjà 
aucune importance, vu que toutes les manœuvres difficiles étaient faites. 
C'était un peu comme si le yachitman du passé délestait à dessein son 
bâteau du gouvernail et de la lourde quille, sachant pertinemment que 
le bon vent et la mer calme allaient l'accompagner jusqu’à l'arrivée. »- 


Nous avons déjà relevé l’inexactitude du chronométrage (« après 
quarante-neuf heures de course... »). Une autre question se pose 
maintenant : la manœuvre de Markov — le largage d’une partie de 
la voile — est-elle aussi efficace que spectaculaire ? (Notons que la 
partie carrée de la voile est restée en place.) L’auteur nous tend la 
perche en remarquant que les « yachtmen du passé » avaient l’habi- 
tude de larguer la lourde quille et non le propulseur (la voile). I] 
faut dire que Markov a jeté dans l'Espace non seulement son excédent 
de voile mais aussi son coéquipier (le vaisseau d'accompagnement le- 
ramassera..….) 


« Merton... faisait des calculs rapides avec les données qu'il avait 
sur le Lébédev. Au moment où il termina, il comprit que l'issue de la 
course était tout à fait incertaine. » 


Il serait extrêmement intéressant de faire ces calculs avec 
Merton. L'’accélération du yacht de Markov augmentera-t-elle ? 
Nous laissons au lecteur le soin de résoudre ce problème lui-même. 


NEUVIEME ESSAI 


LE GRAVIDYNE 


… La jauge disait qu'il ne restaitf'pas une 
goutte de combustible dans le réservoir... Krug 
resta un moment immobile dans l'espace pour se 
faire à cette idée. Pas de combustible. Bon. Mais 
alors, comment diable allait-il regagner le vaisseau ? 
Et soudain il réalisa que peut-être ne le rega- 
gnerait-il jamais... 

C'est alors qu'il fit un autre geste de 
désespoir, dénué de toute logique il fit ce qu'on 
fait quand on se noie: il se mit à nager. Il nageait, 
bien que ce füt parfaitement stupide: nager dans 
le vide sans aucun point d’appuit. 11 jetait les bras 
en avant et faisait des mouvements de jambes com- 
me le font les nageurs. Le squamimer. docile, brassait 
le vide de ses larges paumes blindées, remuait ses 
jambes lourdes: il nageait… 


V. Mikhaïlov 
Parmi les étoiles 


1. Attraction d’un corps de dimensions finies 


Il n’est en général aucun besoin de rappeler que le satellite mis 
en orbite autour de la Terre est un corps et non un point matériel. 
En calculant les orbites, on oublie cette différence le plus souvent. 
Mais le fait est là : la force d'attraction de la Terre ne s'exerce pas 
de la même façon sur un corps et sur un point matériel de la même 
masse que le corps et situé à la même distance du centre de la Terre 
que le centre de masse du corps. Ce fait évident mais facilement omis 
peut donner lieu à des conséquences surprenantes ! 

Considérons par exemple un satellite ayant la forme d’un hal- 
tère (fig. 9.1), constitué de deux boules identiques de masse m/2 
Chacune, reliées par une barre de masse négligeable. Supposons que 
la barre soit perpendiculaire à l'axe reliant le centre de l’haltère 
au centre de la Terre. Soient r la distance du centre de masse du sa- 
tellite (c’est-à-dire du milieu de la barre) au centre de la Terre, / la 
demi-longueur de l’haltère, R = VI? + r° la distance de la boule 
au centre de la Terre. Chaque boule subit l’action d’une force newto- 
nienne définie par des fonctions de forces U, = l/, = um/2R. La 
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fonction de forces totale est 


Lu RE te 
U HET cer" G=—. (9.1.1) 
A moins que le satellite ne soit un supergéant, la quantité @& (et 
à fortiori «*) est extrêmement petite: il suffit de comparer ! — 7 m 
et r = 7 000 000 m. La fonction de forces U est donc proche de la 
fonction de forces VU, — um/r qui définit l'attraction exercée par 
la Terre sur un point matériel de masse m placé au centre de masse 
de l’haltère en question. 
Chaque boule subit la force new- 
tonienne 
jum | OÙ; 
Fi pe | SR 


(9.1.2) 


Chacune des forces F,, F, est dirigée 
vers le centre de la Terre. La résul- 
tante de ces forces, déterminée à l’aide 
du parallélogramme des forces (fig. 
9.1). est égale en module à 


(01 8 
or 


him 1 


(9.1.3) 


Notre résultante F, orientée vers 
le centre d'attraction, s’avère pres- 
que égale en module à la force new- 
tonienne «ordinaire» Æ, == umr*. 
Presque, mais pas tout à fait ! La force F est plus petite que F,. 
En d'autres termes, le fait que le corps soit très allongé apporte 
pour ainsi dire une répulsion radiale additionnelle. Pratiquement 
insensible sur les petits satellites, cette force additionnelle existe 
néanmoins ! Sur un grand satellite, elle peut devenir plus pronon- 
cée. Et c’est précisément ce fait qui a été mis à la base d'un nouveau 
procédé de déplacement dans l’espace lequel a été proposé par l’au- 
teur de ce livre et par M. Guiverts [9.1, 9.2]. (J. F. Schaefer a avancé 
une idée analogue dans un travail indépendant [9.8].) 


F = 


Fig. 9.1. Attraction de l'halte- 
re par un centre newtonien 


2. Un vaisseau spatial pulsant 


Notre raisonnement se ramène à trois thèses: 

1° La force d'attraction exercée sur un solide de dimensions fi- 
nies diffère de la force exercée sur un point matériel de masse iden- 
tique concentrée au centre de masse du solide. 

29 En faisant varier les dimensions et la forme du solide, on peut 
faire varier l'intensité de la force d'attraction appliquée à ce solide. 
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3° Il est possible de choisir les variations de dimensions et de for- 
me du solide de telle façon qu’à la longue les variations résultantes 
de la force d'attraction fassent dévier d’une façon sensible la trajec- 
toire du solide de la trajectoire initiale. 

La première assertion est évidente. La seconde découle de la pre- 
mière. La troisième sera démontrée dans le texte qui suit. 

Dans le cas général, le mouvement d’un solide (différent d’un 
point matériel) dans un champ de forces newtoniennes ne se laisse 
pas définir sous une forme finie, à cause de l'interaction du mou- 
vement du centre de masse du solide et du mouvement autour du cen- 
tre de masse du solide. Or, on montre dans [9.3] qu'un solide symétri- 
que peut se déplacer dans un champ de forces newtoniennes centrales 
de telle façon que l’axe de symétrie du solide reste normal au plan 
de son orbite. Une telle situation est représentée sur la figure 9.1 : 
la force exercée sur le corps devient alors centrale, se définit seule- 
ment par la distance r du centre de masse du corps au centre d’attrac- 
tion et dérive de la fonction de forces U(r). Le mouvement se pro- 
duit suivant une orbite plane et se définit complètement par les 
intégrales des aires et de la demi-force vive: 


re =C; (9.2.1) 


Introduisons le demi-paramètre focal osculateur p (ft) et l’excentri- 
cité osculatrice e (t) de l’orbite. Le rayon vecteur r et la vitesse du 
corps V en orbite osculatrice s’écriront 


RUN LTTE r=y + (1 + e2 + 2e cos v). (9.2.3) 


Ici v est l’anomalie vraie en mouvement perturbé. Conformément à 
(9.2.1) on constate que le demi-paramètre focal p est constant: 
cette propriété des mouvements dans un champ de forces centrales 
quelconques est bien connue. 

Calculons la quantité 


= (4e + 2e 008 v)— + (1+ecos v)= 


— E (e2— 1). (9.2.4) 


En accord avec (9.2.4) et en vertu de la constance de p, les intégrales 
(9.2.1) et (9.2.2) s'écriront maintenant 
P= Po (9.2.5) 


e; 2P [i- _ U | =. (9.2.6) 


r 
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où k est une nouvelle constante. Dans notre cas U (r) se définit par 
(9.1.1) ; après transformations, l'intégrale (9.2.6) peut s'écrire ainsi: 


D D =, 197 
AD a D ie h, a=—. (9.2.7) 
On voit quee est fonction de r, autrement dit e est variable. Au cours 
du mouvement, l’excentricité osculatrice e (t) et le rayon vecteur 
r (t) varient de telle façon que la relation (9.2.7) reste vraie. On peut 
donc considérer le mouvement dans le plan e*, r/p, en accord avec 
(9.2.7). Or, en réalité, le mouvement peut se produire non pas dans 
la totalité du plan e?, r (r — r/p) mais dans un domaine quelconque 
de ce plan. Il ressort en effet de la première égalité (9.2.3) que 
e* cos® v = (p/r — 1}°, d’où 


e>(Li- 1} = €! (r). (9.2.8) 


Ainsi donc, le mouvement dans le plan e*, r se situe toujours 
au-dessus de la courbe e° (r) définie par l’équation e? = (p/r — 1}°. 
Il est évident que e (r)— 
— oo pourr— Ü, que ei = 0 
pour p/r = 1 et que e?—+ 1 
pour r— oo. De plus e: = 1 
quand r/p = 1/2 (fig. 9. 2). 

Construisons dans le domai- 
ne (9.2.8) du mouvement réel 
la courbe définie par (9.2.7) 
pour p,h fixées (fig. 9.2). 
Lorsque r croît de O à o, 


l'excentricité en tant que fonc- 0 _ D 
tion formelle augmente de é 

façon monotone de e? = — oc Fig. 9.2. Diagramme du mouvement 
à e*—h. Le mouvement d'un haltère pulsant 


réel est défini par l’arc 

de la courbe (9.2.7) intercepté par le domaine (9.2.8). L'in- 
tersection de la courbe (9.2.7) avec la courbe frontière eï = e° (r) 
définie par une relation consécutive à (9.2.8) donne les points extré- 


mes de la trajectoire: r = run (avec e = em) etr =" inax (avec 
€ = max). Le mouvement du corps est périodique en e et en r, si bien 


que, dans le plan e*, r, il a lieu par exemple suivant l'arc 1-2 (fig. 9.2) 
du point Z(e — ein. 7 — min) Vers le point 2 (e = 6e... r = Fax), 
puis en sens inverse du point 2? vers le point 7, et ainsi ‘de suite. S'il 
y avait, au lieu du corps, un point matériel de même masse (! — D), 
il auraitsuivi, en accord avec (9.2.7), une trajectoire képlérienne el- 
liptique non perturbée e — Cte (par exemple en parcourant dans le 
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sens direct et inverse la portion 2-3 de la courbe de la figure 9.2). 

Ainsi donc, pendant le mouvement de l’haltère normal au plan 
de son orbite, on constate que l’excentricité oscille périodiquement 
entre ses valeurs minimale et maximale. Quand l'haltère est au point 
le plus rapproché de la Terre, l’excentricité est minimale; au point 
de l’orbite le plus éloigné de la Terre l’excentricité est maximale. 
Ces oscillations de l’excentricité ne sont pas tres prononcées, si 
bien, qu’en général, l’orbite de l’haltère ressemble à une ellipse 
képlérienne ; le satellite haltère se déplacera dans un voisinage borné 
de la Terre sans s'éloigner de ce domaine. 

Si l’on pouvait faire changer notablement l’excentricité de l’or- 
bite, on pourrait transformer l'orbite elliptique de départ (e<< {) 
en orbite hyperbolique (e > Î{) par des variations successives de 
l’excentricité, et le satellite pourrait s’éloigner dans l’espace 
interplanétaire. Or, si le satellite est un point matériel, son  or- 
bite garde une excentricité inchangée ; même si le satellite a la for- 
me d’un haltère, comme dans le cas que nous venons de considé- 
rer, l’excentricité de son orbite varie périodiquement et tres fai- 
blement. Il n'v a aucune variation systématique de l’excentricité. 
Tant que le satellite reste petit, on n’a apparemment aucun moyen 
de changer sensiblement l’excentricité. 

Maintenant nous passons au point le plus important de notre 
raisonnement. Supposons que le satellite haltère soit doué de la 
faculté de puiser, c'est-à-dire de se contracter instantanément 
en un point et de se déployer instantanément sur toute sa lon- 
gueur. D'ailleurs, les pulsations ne doivent pas forcément être ins- 
tantanées ; cela permet tout bonnement de simplifier le raisonne- 
ment, bien qu'on puisse en principe envisager des variations lentes 
de la longueur de l’haltère. 

Supposons donc que l’haltère ait commencé son mouvement au 
point le plus proche de la Terre et ait fait une demi-révolution jus- 
qu'au point le plus éloigné de la Terre (le long de la portion 7-2 de la 
courbe de la figure 9.2); nous avons vu qu’en ce point l’excentricite 
atteint sa valeur maximale (e = emax, 7 = rmax). Il s’y produit un 
repliement instantané de l’haltère dont la longueur « s’annule » 
(on entend par là que la longueur de l’haltère replié devient négli- 
geable devant sa longueur déployée). A partir de ce moment le satel- 
lite se déplacera à la façon d'un point matériel, c’est-à-dire suivant 
un arc d’ellipse képlérienne (le long de la portion 1-2 de la courbe de 
la figure 9.2) en conservant inchangée la valeur maximale de l’ex- 
centricité € — max qui a été atteinte à l'instant précédent. 

Revenant au point le plus rapproché de la Terre (il sera bien sùr 
distinct du premier point « rapproché ») nous aurons conservé 
intacte l’excentricité atteinte. A cet instant, déployons entièrement 
l'haltère ! Grâce à sa longueur notable, l’excentricité de l’orbite”de 
l’haltère recommencera à augmenter (le long de la portion 3-4 de la 
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courbe de la figure 9.2). Arrivant de nouveau au point le plus éloi- 
gné de la Terre, nous aurons une excentricité ef. plus grande qu’au 
premier éloignement maximal (ex >> emax). Replions l’haltère et 
c<conservons la nouvelle valeur de l’excentricité intacte jusqu’à l’ins- 
tant où nous pourrons le déployer de nouveau, et ainsi de suite. 
Finalement, après de nombreuses pulsations de l’haltère, nous obtien- 
drons une variation notable de l’excentricité de l’orbite; si nous 
arrivons à atteindre la valeur hyperbolique (e => 1) nous pourrons 
quitter le champ d'attraction de la Terre. 

Il se produit ainsi un transfert de l’énergie dépensée pour faire 
+ pulser » l’haltère en énergie du mouvement de l’engin sur son orbi- 
te, ce qui permet justement de mettre l'engin en vitesse et de s’arra- 
cher à l’attraction terrestre. L’orbite de l'engin représente une spi- 
rale déployée dont le nombre des spires est égal au nombre des pul- 
sations de l’haltère. A l’engin spatial qu'on fait changer d'’orbite en 
variant la force de gravité qui s'exerce sur lui, nous donnerons l’ap- 
pellation de gravidyne. 

La condition nécessaire pour que les forces intérieures dépensées 
pour les « pulsations » de l’haltère puissent produire un effet exté- 
rieur notable est l'existence d'un champ de forces extérieur en 
interaction avec les forces intérieures. Il faut en outre que les forces 
intérieures et extérieures vérifient une certaine condition de résonance. 
La fameuse histoire du baron von Münchhausen se tirant lui-même 
du marécage par les cheveux n’y trouve-t-elle pas son explication ? 


3. Rattrapez votre station à la nage 


Ne serait-ce pas une solution miracle ? Au lieu du propulseur à 
réaction, vous montez un simple moteur électrique pour enrouler ou 
dérouler en temps utile le câble reliant les boules. Mieux, vous pou- 
vez embaucher un homme de peine qui fera cette besogne pour vous. 

Cependant un calcul approximatif nous rappelle à la dure réa- 
lité des faits. En nr cycles (déploiements et repliements de l’haltère) 
l’excentricité aura atteint une valeur ei Æ eñ + n (l/p}° (1 + ei) 
(e, étant sa valeur initiale). Donc, pour atteindre un e — 1 il aura 
fallu r — (p/l)* cycles (révolutions). Si l'orbite de départ a p — 
= 10 000 km et sil = 1 km, on a nr — 108 révolutions. Puisque même 
près de la surface de la Terre le satellite fait une révolution en une 
heure et demie et que la période de révolution est d'autant plus lon- 
gue que l’on se trouve loin de la Terre, la durée du vol avec un tel 
nombre de révolutions sera T => 1,5-108 h, soit à peu près 20 000 
ans ! Notre bonhomme doit vraiment avoir une patience hors de 
commun... 

Remarquons que le rapport de l’accélération perturbatrice à l’ac- 
célération principale de la pesanteur en orbite de départ est d’ordre 


5$= 
> À 
D y ET 
SE f 
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f — (l/p}°. Or, si nous mettons sur la même orbite un haltère de lon- 
gueur ! — 10 km ou ! — 100 km, nous obtenons respectivement 
f = 108% et f — 10-74. Ces chiffres définissent le même ordre d’accé- 
lération que les moteurs ioniques et à plasma de faible poussée. 
Mais, avec ces paramètres, le vaisseau spatial devrait mesurer quel- 
ques dizaines, voire quelques centaines de kilomètres! Pour ! = 
— 100 km le nombre de révolutions nécessaire pour atteindre la vi- 
tesse parabolique diminue jusqu'à nr — 10%, et la limite inférieure 
de la durée de mise en vitesse jusqu’à deux ans, ce qui, du moins, 
n’est pas ridicule. On doit se rappeler, cependant, les centaines de 
kilomètres de câble à enrouler et à dérouler, avec tous les problèmes 
que cela pose. Donnons libre cours à l’imagination et figurons-nous 
un vaisseau spatial long de 1000 km (dans l'Espace, on n’est point 
à l’étroit...). Un tel vaisseau aurait atteint la vitesse parabolique 
après une centaine de révolutions, soit au bout d’une semaine ! 
Remarquons en outre qu’un vaisseau spatial est d’autant plus 
efficace que la masse de l’astre central est forte et que l’engin peut 
s'approcher du centre de cet astre. La masse du Soleil est grande, 
mais le Soleil lui-même est très grand ; on ne peut pas s'approcher 
trop près de son centre. Au contraire, on peut s'approcher du centre 
de la Terre, mais notre planète a une masse relativement faible. 
Il existe cependant dans l'Univers beaucoup d'étoiles parfaitement 
adaptées aux évolutions d’un gravidyne dans leurs environs. Ce 
sont les naines blanches: de taille comparable à celle d’une planète, 
une telle étoile a une masse comparable à celle du Soleil. Dans le 


Tableau 9.1 
Distance 
initiale du Nombres de Durée 
Corps céleste ner f = (/P} RARE de la mise 
corps céleste, en vitesse en vitesse 
km 
Terre 7-103 40-1 101 deux ans au moins 
Soleil 7-10° 10-38 108 80 ans au moins 

Naine blanche 2.104 105 105 quelques heures 
(Sirius B) (1,5 h au moins) 


voisinage d’une naine blanche, le gravidyne peut atteindre la vites- 
se de libération quelques dizaines ou centaines de fois plus vite qu’au 
voisinage de la Terre. 

Le tableau 9.1 donne les caractéristiques de la mise en vites- 
se d’un vaisseau spatial de 140 kilomètres de long, dans la banlieue 
de la Terre, du Soleil et d’une naine blanche. La demi-longueur du 
gravidyne est ! — 70 km. Peut-être les habitants des planètes des 


17% 
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naines blanches se serviraient-ils de gravidynes pour voyager dans 
l’espace et non de fusées ? 

Les pulsations n’impliquent pas forcément un changement de la 
forme du vaisseau. On pourrait peut-être atteindre le même but en 
faisant pulser une masse de fluide à l’intérieur du vaisseau de forme 
invariable [9.4]. 

On pourrait peut-être renoncer en général aux pulsations et faire 
pivoter convenablement le vaisseau à l'instant nécessaire par un moyen 
quelconque (par exemple à l’aide des volants d'inertie). En effet, 
la force d'attraction dépend aussi de l'orientation du vaisseau par 
rapport à la Terre. Dans ce cas l’énergie dépensée pour faire pivoter 
le gravidyne se transforme en énergie de la variation de l'orbite; 
le vaisseau lui-même ne change pas de forme, ce qui est certainement 
plus commode qu’un gravidyne pulsant. Quant au principe, il reste 
le même: on modifie l’orbite en faisant varier la force de gravité 
exercée sur l’engin. 

Notre but n’est cependant pas de suggérer des solutions maté- 
rielles mais de démontrer la possibilité théorique de l’évolution de 
l'orbite d’un corps pulsant. Toujours théoriquement, un cosmonaute 
qui se retrouve dans l’espace hors de son vaisseau et dépourvu de son 
moteur individuel (une situation chère aux auteurs de science-fic- 
tion !) peut rattraper l'appareil en modifiant son orbite au moyen 
de pulsations adéquates. Il n’a qu’à nager à la brasse pour sauver sa 
vie. Seulement, ne me demandez pas combien il y mettra de temps. 


4. Le gravidyne et les lecteurs 


La publication des articles [9.1, 9.2] sir le gravidyne a suscité un vif in- 
téret chez le lecteur. L'iigénieur I. Troïtski, de la ville de To ila, fait part de 
ses impressions sur l’article de V. Béletski et M. Guiverts, publié par la revue 
Kosmitcheskie issledovani:, au magazine des jeunes Tekhnika — molodioji: « J’ée- 
tais ahuri. Dè: l’école, on nous apprend que le changement de la distribution 
des masses dans un « système fermé » (un satellite) n'a aucun: influ2nce sur la 
trajectoire de son mouvement. Et voilà que maintenant on nous apprend le 
contraire... Il existe une possibilité tout à fait réaliste, en variant la forme du 
vaisseau, en pompant du liquide d’une partie du vaisseau à une autre, en fai- 
sant des manœuvres précises, de modifier la direction du val et de partir à la 
conquête de l'Espace. Kosmitcheskie issledovania est une revue scientifique spé- 
cialisée à tirage réduit... J’aimsrais que votre magazine demande aux auteurs 
d'écrire ui arti:le de valgarisation, plus accessible au public.» 

Faisant écho à cet appel, Tekhnika — mololiojt publie bie1itôt l’arti- 
cle [9.2]. Aussitôt un in rénieur maiscavite se met dans tous ses états et adresse au 
mazazine le message suivant: 

_« Ch2rs camarades! Dans le n° 3 de l’année courante vous avez publié l’arti- 
cle Gravidyne signé du professeur V. Béletski [...]. Les raisonnemonts développés 
dans l’article relèvent de l'ignorance la plus crasse et confirment que des grades 
universitaires sont quelquefois décernÿs — et c'est à pleurer de honte — à des 
individus qui ignorent les choses les plus élémentaires. {...] Il est grand temps 
de démasquer certains docteurs è: scien:es qui s’obstinent à m’priser des faits 
évidents et confirmés par les observations; l'auteur de l’article Gravidyne est 
certainement du nombre.» 
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Vous parlez d’une lettre! 

Les « interprétations fonciérement erronées de V. Béletski » ont exaspére 
un autre lecteur, de la ville de Djezkazgan : « Les forces intérieures de l'engin 
spatial ne peuvent aucunement influencer l'intensité de l'attraction newtonienne 
exercée par l'Astre Céleste sur cet engin. Le fameux « haltère » du professeur 
Béletski, qu'il soit replié ou déployé, gardera donc par rapport à l’Astre Céleste 
une position telle que son centre de masse soit à une distance inchangée du cen- 
tre de l’Astre Céleste. Les élucubrations pseudo-savantes de V. Béletski, tout 
professeur et docteur ès sciences qu'il soit, résultent de l’incompréhension la 
plus totale des lois physiques de la mécanique céleste ; la brasse paraït être son 
style préféré non seulement dans la nage mais aussi dans Ja science.» 

L'auteur a beaucoup de respect pour l’opinion des lecteurs et comprend 

arfaitement que « la nature n’a que faire de nos grades: tout nu on est devant 
a nature»*). Je voudrais remarquer seulement que les lecteurs, tant enthou- 
siasmés qu’indignés, ont éte victimes de deux malentendus. 

Le premier malentendu concerne la thèse: « Les forces intérieures sont 
incapables de changer le mouvement du centre de masse du système ». Cela 
est certainement vrai, mais à condition qu'il n'existe aucuneforce extérieure. 
Or, en réalité, il y a toujours des forces extérieures au système en question. 
Dans bien des cas, c’est justement le jeu des forces intérieures et extérieures qui 
définit le mouvement. Un exemple: Ja locomotive (frottement des roues sur les 
rails !). Un autre exemple: le gravidyne. 

Le second malentendu tient au fait que l’on ne se rend pas assez compte de 
la nature non ponctuelle des corps: sollicités Far la gravitation newtonienne, 
les solides allongés suivent généralement destrajcctoires qui ne sont pas rigoureu- 
sement képlériennes. 

Citons un exemple persuasif de « l'effet gravidyne » [9.3]. 

Les équations du mouvement d’un baltère dars un champ de forces newto- 
niennes centrales admettent une solution particulière rigoureuse: le centre de 
masse de l'haltère décrit une orbite ceulaire plane de rayon constant quel- 
conque Ro, le centre d'attraction se confond avec le centre de l’orbite, et l'hal- 
tère lui-même est orienté en permanence parallèlement au rayon vecteur du 
point courant de l'orbite. La vitesse V du centre de masse de l’haltère est définie 
par la formule 


= La ïn 

Ve —— , 

(1—a*) Ro 

où a = l/R, et ! est la demi-longueur de l'haltère. Cette orbite circulaire est 
non képlérienne: pour une orbite képlérienne, la vitesse circulaire aurait pour 


expression V°=u;RÀ,. Pour a > 0,47ona > 2 F , c’est-à-dire que F devient 


plus grande que la vitesse parabolique. Si donc l'haltère présente une telle 
valeur de «&, il suffit de le contracter instantanément en un point pour qu'il 
uitte son orbite circulaire et s'envole dans l'infini. Seulement. pour que cela 
evienne possible, l’haltère doit être à peu près aussi grand que son orbite! 
Pour un engin de dimensions plus modestes, comme nous l'avons déjà vu, la 
contraction instantanée peut être remplacée par des déploiements et des replie- 
ments répétés dans un ordre précis. 
Je tiens à souligner que la possibilité d'effectuer des manœuvres à bord 
d'un £ravidyne n’a pas été démortréte verbalement mais por la résolution 
exacte des équations du mcuvement rigoureuses. 


*) Cet aphorisme appartient à V. £olonenko, éminent géologue 'sibérien, 
membre correspondant de l’Académie des sciences de l'U.R.S.S. (voir le jour- 
nal Vostotchno-Sibirskaïa pravda, 18.X11.1966). 
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5. Le gravidyne et les résonances 


Le gravidyne est un exemple frappant de l’action des résonan- 
ces. Le pilotage du gravidyne est basé sur l’utilisation judicieuse des 
résonances. En effet, le cycle de pulsation du gravidyne coïncide exac- 
tement avec une révolution en orbite. Autrement dit, les deux fré- 
quences caractéristiques du système sont en résonance 1/1. Avec 
d’autres rapports de résonance l’évolution de l’orbite serait peut- 
être moins rapide. S’il n’y avait aucune résonance, on n’aurait pro- 
bablement jamais réussi à faire évoluer l'orbite d’une façon notable, 
un peu comme on n'arrive jamais à faire mouvoir une balançoire 
en faisant des mouvements désordonnés avec les jambes. 

L'importance des résonances dans le vol à bord d’un gravidyne 
a été clairement démontrée par A. Mitnitski dont nous exposons les 
résultats dans ce n° *). 

Bornons-nous à considérer le mouvement plan d’un gravidyne 
plan et dynamiquement symétrique par rapport à l’axe normal au 
plan de l'orbite. On a alors dans la fonction de forces (6.1.6), qui 
définit d’une façon assez précise l’action d’un champ newtonien 
sur le gravidyne, € = À + B = Jet y’ = 1. Il vient 


pete br (9.5.1) 


Les équations du mouvement s’écriront en coordonnées polaires 
r, q comme suit: 


js G 3uJ 
rp=c. (9.5.3) 


En outre, l'angle # des directions fixées dans l’espace et dans le 
gravidvne aura pour équation 


= — ——. (9.5.4) 
Les quantités c, et c intervenant dans les formules (9.5.2) à (9.5.4) 
sont des constantes. 

Le moment d'inertie J est la commande. Elle est variable, à cau- 
se des pulsations de l’engin. Supposons qu'il y ait 0O< Jun < 
LIL Ja et que J = J (p) = J, f (p) soit une fonction explicite 
de l'angle polaire . 

Faisons une transformation appelée transformation de Binet: 
introduisons une nouvelle variable dépendante u = p/r, où p = 
— c°/u, et transformons l'équation (9.5.2) pour la nouvelle variable 
indépendante @ compte tenu de (9.5.3). Nous obtenons alors au lieu 


*) L'auteur remercie A. Mitnitski d’avoir mis ses calculs à notre disposi- 
tion. 
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de (9.5.2) 


d?u 3J 
Petunitef(qhue, er. 


Donnons-nous maintenant une fonction concrète f (p). Par deé- 
finition f (œ) > 0. Pour tenir compte des « pulsations » du gravidy- 
ne il faut que f (œ) soit une fonction périodique de l'argument. Adop- 
tons une fonction élémentaire qui satisfasse aux conditions énoncées : 


f (@) = 1 + 8 sin (ap — B). (9.5.6) 


La constante vérifie la condition 0 << ô << 1 ; quant à la constante 
«, on lui donne en attendant une valeur arbitraire, de même qu'à 
la constante $. 

Revenons à l'équation (9.5.5). Si e — 0 (J, — 0), on a le cas de 
mouvement d’un point matériel dans un champ de forces newtonien- 
nes : il est clair que la solution de (9.5.5) correspond à des orbites 
képlériennes. Cette solution s'écrit 


u = À —e cos (çg — w), (9.5.7) 


où e est l’excentricité de l'orbite et w la longitude du périgée. Puis- 
que r —= p/u, on comprend que p est le demi-paramètre focal de l’or- 
bite. Le paramètre e est très petit. Pour e 0 il est logique de cher- 
cher la solution de (9.5.5) sous la même forme (9.5.7), en supposant 
que e et w soient maintenant variables. Il ne reste alors qu'à définir 
les fonctions e (æ) et w (p). On peut dire que (9.5.7.) est la « solution 
génératrice » de la solution cherchée. 

Nous pouvons cependant améliorer quelque peu la solution géné- 
ratrice. En effet, le mouvement en question est équivalent à celui 
d’un point matériel dans un champ de forces centrales mais non new- 
toniennes (9.5.1). Or, le fait que Île champ ne soit pas newtonien 
compromet la fermeture de l'orbite: on entend par là que le 
périgée de l'orbite présentera une « dérive » systématique. Il serait 
bon d'en tenir compte, ne soit-ce que partiellement, déjà dans la 
solution génératrice. Posons donc u = 1 + g et portons cette valeur 
dans (9.5.5) compte tenu de (9.5.6). Nous obtiendrons alors pour g 
l'équation 


(9.5.5) 


d® 3 
Je +g=er (g, p), = 1— 28, | (9.5.8) 
F(q, g) =1+g2+ 86sin (ag —$)-[1+2g+ g°]. 
Comme solution génératrice de (9.5.8), on peut prendre mainte- 
nant la solution de cette même équation pour F = 0: 
g —=ecos (Âg — w), g' = —e sin (Âq — ©). (9.5.9) 
Avec les variables initiales, on a la trajectoire 


P 


din) 1+e cos (4g—0@) ° 
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Puisque À Æ 1, cette trajectoire représente évidemment une 
rosace non fermée, du même type que sur la figure 1.12, a. Cherchons 
à présent la solution de (9.5.8) sous la forme (9.5.9) en supposant 
que e et w soient maintenant variables. Nous retrouvons alors une 
situation déja connue qui conduit à des équations analogues à (1.6.4) 


d ù 

y = — 4 F(ecos (1p—w), ) sin (Ap—u), 

+ (9.5.10) 
= F (ecos (ÀAp—w), æ) cos (ÀAp — w). 


En vertu de la construction (9.5.8) de la fonction F (q, ), le 
système n’admet que les résonances suivantes entre la fréquence « 
des pulsations du gravidyne et la fréquence À de son mouvement 
orbital : 

a = kX, k = 1, 2, 3. (9.5.11) 


Traitant les équations (9.5.10) par le procédé standard de la 
mise en moyenne, nous obtenons immédiatement le résultat suivant : 
à moins que « soit proche de À, de 24 ou de 34, l'orbite ne subit aucu- 
ne évolution (les seconds membres des équations (9.5.10) s’annulent 
en moyenne et eÆ 69, & Æ &9). Au contraire, si une des conditions 
(9.5.11) est vérifiée, l'orbite suit une évolution profonde, décrite 
en première approximation (au sens de la méthode de la moyenne) 
par les équations 


de 
dq 


d ô : 
Ho = 2x Ju (e) sin (—B), 


= — © J# (e)cos (w—$), 
| (9.5.12) 


où les expressions de J* (e), JE (e) s'écrivent respectivement pour les 
résonances k — 1, 2, 3 comme suit: 


Ji=e, Ji = {, (9.5.13) 
d > | 
Jé= ee, Jo=-e 


On voit de (9.5.13) et de (9.5.12) que la plus grande vitesse de l’évo- 
lution de l'orbite en excentricité répond à la résonance 1/1. On a 
dans ce cas de/dg — &, tandis qu'avec les résonances 1/2 et 1/3 on 
a respectivement de/d — £e et de'dq — &e*. 

Le système (9.5.12) est intégrable par quadratures. Mais, cela 
nous intéresse déjà moins: notre but était de montrer que « l'effet 
gravidyne » est fondé sur les résonances, et nous l’avons fait. 
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6. Le gravidyne et la science-fiction 


L'idée du gravidyne a enthousiasmé non seulement les scientifi- 
ques (voir {9.5-9.8]) mais aussi les auteurs d'ouvrages de vulgarisa- 
tion scientifique et même les auteurs de science-fiction. En 1974, 
la revue Xvant publiait dans son n° 2 un article de I. Vorobiov Un 
voyage insolite. L'auteur a su poser le problème d’une nouvelle façon, 
après quoi le vol du gravidyne a pu être décrit par les moyens des 
mathématiques élémentaires: dans la version de I. Vorobiov la 
trajectoire du vol du gravidyne est une succession de portions d'’or- 
bites purement képlériennes. (Je tiens à corriger en passant une er- 


reur insignifiante dans le texte de l’article : on doit lire cos* 5 au lieu 


œ . . . : 
de cos 3) Dans son livre de vulgarisation La nouvelle astronomie 


récréative (« Naouka », M., 1972), V. Komarov réservera un chapitre 
à la description de l’idée du gravidyne. Je crois cependant que l’écho 
le plus inattendu à nos premières publications fut La solution de dé- 
sespoir de V. Komarov, une œuvre de science-fiction publiée dans 
le n° 2, 1972, de la revue Zemlia i Vselennaïa, dont nous citons quel- 
ques extraits: 


« L'astronef Omicron faisait un voyage de routine à destination de Mégos, 
ayant à son bord douze personnes d'équipage et quelques 360 passagers. Le capi- 
taine Meng et le navigateur Gascondi contemplaient en silence le tableau de 
bord, comprenant parfaitement que leur situation était sans issue... L'erreur 
s'était produite au moment où le vaisseau spatial sortait de l’hyperespace. 
Quelque chose s'était détraqué dans l’enchevêtrement diabolique des comman- 
des de l’appareil. Un écart insignifiant du programme. une fluctuation acciden- 
telle. 11 n'en fallut pas plus à l’astronef pour « refaire surface » à cinq parsecs- 
du point d'arrivée prévu... Et le pire, c'est que ce fut au voisinage d’une naine 
blanche, une étoile grosse comme un poing mais extrêmement dense et nantie 
d'un pouvoir d'attraetion effrayant. 

Tous les propulseurs du vaisseau fonctionnaient à fond. Cela pouvait tout. 
juste sauver Omicron de la chute instantanée et mortelle sur l’astre mais ce n'était 
pas suffisant pour briser les chaînes de la gravitation. A présent l'engin spatial 
tournoyait en orbite fermée autour de la naine blanche, à quelques 20 000 kilo- 
mètres de son centre. sans pouvoir se débarrasser des bras invisibles qui l’atti- 
raient à l'étoile. Cependant la durée de vol prévue touchait à sa fin: les réserves: 
d'énergie seraient bientôt épuisées. 

[...] La naine était trop proche. Même à travers le champ protecteur, Meng 
croyait sentir sur sa peau l haleine brûlante de l'étoile. Le champ tenait bon, 
mais dans six heures et demie, quand les batteries seraient à plat. 

[...] Au cours de sa longue carrière spatiale, le capitaine Meng s'était main- 
tes fois trouvé dans des situations critiques. Aucune n'était cependant désespe- 
rée : l'expérience et l’esprit inventif aidant, le capitaine avait toujours fini par 
trouver la solution optimale en quelques secondes. 

Cette fois-ci, la situation était vraiment sans issue. Un calcul tout à fait 
élémentaire, à la portée de n'importe quel élève navigateur, en témoignait d'une 
façon implacable, 

[...] Mais non, il faut lutter, malgré les circonstances. Ne jamais se rendre. 
Même s'il n’y a aucun espoir... [...] 

— ]Jl1 faut revoir encore toutes ls possibilités. 
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— Mais puisque c'est un cas élémentaire ! s'emporta Gascondi. De quelles 
possibilités parlez-vous ? 

Le capitaine Meng le savait peut-être mieux que son navigateur. Une situa- 
tion classique en somme, étudiée en long et en travers dès les premiers voyages 
dans l'Espace, et oubliée depuis! Les instruments de navigation perfectionnés 
mettaient désormais les équipages à l'abri de pareils incidents. Depuis une 
cinquantaine d'années pour le moins, aucun vaisseau ne s'était laissé tomber 
dans le piège gravitationnel. I] a fallu que ce soit Omicron… 

Mais si c'était justement leur chance ? Un problème théorique poussiéreux.… 
On fait quand même de nouvelles découvertes tous les jours! Cela valait peut- 
être la peine de revoir la situation à la lumière des connaissances nouvelles : 
on finirait peut-être bien par tomber sur une solution qui aura échappé aux 
auteurs des traités classiques de navigation. 

Quoi qu'il en soit, il faut chercher. Mais comment faire changer d'avis 
à Gascondi ? [...] Meng se leva et alla vers le siège du navigateur: 

— Réfléchissons ensemble. Voilà ce que... 

Ils ne virent pas entrer Vel. Quand ils se rendirent compte de sa présence, il 
se tenait déjà devant le grand tableau et, en plissant ses yeux de myope, scrutait 
les cadrans, 

En général, la consigne interdisait formellement aux passagers l'accès de 
la salle de commande. Vel cependant n’était pas un passager comme les autres. 
C'etait lui l’auteur de l'idée physique mise à la base du projet Omicron. Une 
multitude d’autres idées originales émises par Vel avaient exercé une influence 
notable sur le développement de la physique et de l’astrophysique. Il se rendait 
actuellement à l’université de Mégos pour y faire un cours sur la théorie de 
l'hyperespace. 

Et pourtant, c'est à titre de passager que Vel se trouvait à bord d'Omicron, 
et Meng pensa avec angoisse que leur situation critique cessait d’être un secret. 

— Drôle de situation, n'est-ce pas? 

Ces paroles sonnèrent d'une façon étrange en l'occurrence, d’autant plus 
qu'elles étaient prononcées sur un ton insaisissable, peut-être avec un léger sar- 
<Casme où même avec une certaine satisfaction qu'on n'’arrivait pas à com- 
prendre. 

Gascondi se contenta de hausser les épaules. 

— Manque de puissance, eh? demanda Vel dont le regard se détacha enfin 
du tableau de bord. 

— C'est pas évident? aboya Gascondi. 

— Et le bouclier thermique sera foutu dans quelques heures ? 

— Dans six heures et demie, précisa machinalement Meng. 

— Ouais. fit le théoricien, songeur. Hum. Voyons... 

Ses yeux profondément enfoncés pétillèrent d'excitation. Meng pensa que 
Vel avait l'air d'un chasseur tombé sur un gibier rare. Le fait qu'il était lui- 
mêm: le gibier en question ne semblait pas le tracasser outre mesure... 

{...] Concentrant sa volonté par un effort habituel, Vel balaya de son cerveau 
tout ce qui n'avait pas de rapport aux conditions du problème devant lequel 
le hasard stupide l'avait placé. Théoriquement, le problème était sans issue. 
Se de toute sa vie Vel n'a fait autre chose que de résoudre des problèmes sans 
solution. 

— Puis-je me servir de votre calculateur? demanda-t-il émergeant un 
instant de ses réflexions. 

{...] Meng et Gascondi patientaient en silence. Enfin Vel se détacha du cla- 
vier et poussa un soupir, qui pouvait être de soulagement mais aussi de découra- 
gement. Une lueur d'insouciance passa de nouveau dans ses yeux gris étroits. 

— Savez-vous jouer aux échecs? s’enquit-il froidement. 

— Oui, fit Mens. 

— Vous devez donc connaître ce genre de positions qui semblent perdues ? 
On le croît d'abord, mais à l’instant suivant on fait un coup bizarre qui ne sert 
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à rien sinon qu'à finir la partie en quelques minutes. Et c'est pourtant cette 
solution de désespoir qui vous conduit à la victoire! 

aa Meng avait la certitude que Vel avait entrevu une sortie du 
tunnel. 

— Et bien? fit-il, incapable de maîtriser son impatience. 

— {...] Il faut mettre la poussée maximale, expliqua Vel. Il griffona d'une 
main rapide quelques chiffres sur un bout de papier qu'il tendit à Meng. 

— Mais, balbutia Gascondi, désemparé, cela ne donnera rien. Sauf que 
notre orbite deviendra un peu plus allongée. 

— Justement, dit Vel. 

[...] Dans son for intérieur, le capitaine avait pleine confiance en Vel. 
Sans hésiter il tendit sa main vers le grand pupitre et poussa de quelques crans 
les quatre leviers rouges, l’un après l’autre. 

Gascondi blèmit. Le bourdonnement caractéristique des propulseurs se 
fit entendre, les relais de protection anti-accélération claquerent. 

— Si vous nous expliquez maintenant? ..… dit Meng. 

— Si je ne me trompe, commença lentement Vel, Omicron se compose de 
deux modules autonomes ? 

— Oui, acquiesça Meng. Les salles de commande et les propulseurs sont 
dans un module et les chambres et les locaux annexes dans l'autre. 

— On peut donc diviser le vaisseau en deux moitiés et les écarter? 

— Oui, cette possibilité a été prévue en cas d'incident et pour réparer les 
installations de force. Il y a un pulsateur spécial qui écarte et rapproche les 
modules. 

— À quelle distance maximale? 

— À cent cinquante kilomitres. 

— Cent quarante suffisent amplement, marmonna Vel. 

— Vous voulez larguer le compartiment passagers ? s'agita Gascondi. Mème 
après Ça. la poussée ne sera pas assez forte. 

— C: serait trop facile, riposta énergiquement Vel. La naine ne nous 
laissera pas partir en paix. Il s'agit de tout autre chose. 

— Nous perdons notre temps, interrompit Meng. Peut-être que nous. 

— Oh! ce n’est pas le temps qui nous manque, objecta Vel, imperturbable. 
Rien ne presse. Vous savez, n'est-ce pas, ce qu'est un astronef pulsant ? 

Gascondi et Meng se regardèrent sans comprendre. 

— Oui, dit Vel. C'est une idée très ancienne et tout à fait oubliée. 

— Je me souviens vaguement de quelque chose, dit lentement Meng. Dans 
un vieux traité *).. Si je ne me trompe pas, l’idée essentielle est que le vaisseau 
spatial n’est pas un objet ponctuel et que par conséquent sa masse est distri- 
buée dans un volume. 

— Voilà, s'agita Vel, dès que vous avez divisé votre engin en deux, la force 
résultante de l'attraction qui s'exerce sur ces deux parties devient plus petite 
que la force qui agit en ce moment sur le vaisseau. 

Son articulation était claire et nette, comme s'il faisait un cours à des 
étudiants. 

— Ce qui veut dire, enchaîna Meng, que l'appareil divisi en deux commence 
à éprouver une force de répulsion ? 

— Et si l'on s'arrange pour rapprocher les moitiés à l'apocentre et les 
écarter au péricentre, votre appareil va dévier de l'orbite képlérienne et prendra 
une trajectoire en forme de spirale qui se déploie. 

— Ouais... fit Meng, songeur. 


*) Par hasard, la revue Zemlia i Vselennaïa a publié dans le même numéro, 
juste après le récit dont nous citons les extraits, le compte rendu critique d'un 
« vieux traité» de ce type: c'etait la première édition de nos Essais... (Note 
de l’auteur). 
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— Ça y est. Ça me revient, interrompit Irusquement Gascondi, fou de 
joie. Merveilleux, fantastique, génial! 

J1 eut un petit rire nerveux: 

— Mais, si je comprends bien, même pour vaincre l’attraction terrestre par 
ce moyen, il faut plusieurs années ! Tandis que l'attraction de la naine blanche. 

— Mais justement, fit Vel sans s’émouvoir. L’attraction est pour nous un 
facteur favorable. Plus l’astre est massif, plus vite on atteint la vitesse de libé- 
ration. C’est paradoxal mais c’est comme ça! 

— Combien d'heures devrons-nous attendre? s’enquit Meng. 

— Eh bien... une heure et demie tout au plus, je crois *). 

— Vous êtes un génie, sourit le capitaine et il reprit son poste devant le 
pupitre. 

— Il faut seulement choisir les bons moments pour la séparation et le 
rapprochement, prévint Vel. 

— Mais oui, je sais, répondit Meng en jouant sur les touches du calculateur. 

— Je commence la manœuvre dans six minutes. 

Le spectacle frappait l'imagination. L’astronef gigantesque se brisa en deux. 
Ses moitiés tantôt s’éloignaient, tantôt se rapprochaient de nouveau. Et, au 
rythme de cette « danse spatiale » inoubliable, l'orbite mortelle d'Omicron 
commença à sc dérouler peu à peu. 

La puissante force d'attraction, docile aux ordres de l’esprit humain, 
éloignait inexorablement l’astronef de l'étoile redoutable.» 


*) Hélas, une heure et demie au moins. C'est la limite inférieure: la durée 
réelle de la mise en vitesse peut s'avérer {rès supérieure (Note de l'auteur). 


DIXIÈME ESSAI 


LE VOL INTERPLANÉTAIRE : 
PETITE POUSSÉE, GRANDS OBJECTIFS 


Nous étions prisonniers sur notre globe terrestre, 
Et que de fois, dans la théorie infinie des années, 
Le regard tenace du Terrien n'a-t-il suivi 

Dans les ténèbres sans bord le mouvement des planètes! 


V. Brioussov 
Le Fils de la Terre 


Nous devons porter aux autres planètes 
Le message de salut de la petite Terre! 


V. Brioussov 
Les espérances enfantines 


1. Introduction 


L'homme a fait de grands progrès dans l'exploration de l’espace. 
En douze ans, de 1957 à 1969, nous avons parcouru un très long 
chemin, du lancement du premier satellite jusqu’au débarquement sur 
la Lune. Toutefois l’objectif le plus convoité, le voyage vers des pla- 
nètes lointaines, reste un rêve... Pareil voyage pose un problème 
pas facile. Plusieurs solutions peuvent être envisagées. Peut-être 
le vaisseau spatial sera-t-il assemblé en orbite circumterrestre et, 
après avoir fait le plein de propergol, démarrera-t-il en utilisant ses 
propulseurs. Il est également possible qu'au lieu des moteurs à pro- 
pergols, le vaisseau utilise un moteur à faible poussée, par exemple 
un moteur ionique ou un moteur à plasma dont nous avons parlé 
dans le septième essai et qui sont aujourd’hui au stade de développe- 
ment. Il ne saura communiquer à l'engin spatial qu’une très faible 
accélération, quelques mm/s° à peine. Elle suffira cependant, appli- 
quée d’une façon constante pendant toute la durée du voyage (plu- 
sieurs mois !). à pouvoir faire des manœuvres compliquées dans 
l'espace. On s’imagine facilement un vaisseau parcourant une orbite 
en spirale qui se déroule autour de la Terre, atteignant la vitesse 
parabolique et partant en direction de Mars. Une fois dans les para- 
ges de Mars, les moteurs à faible poussée freineront graduellement le 
vaisseau jusqu'à la vitesse parabolique (relativement à Mars). puis 
le vaisseau se mettra en orbite finale autour de Mars en suivant une 
trajectoire d’approcheenspirale et séjournera sur cette orbite pendant 
que le « module martien », son équipage à bord, touchera le sol, puis 
regagnera le vaisseau. 
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Dans un essai précédent nous avons déjà étudié des trajectoires 
spirales du vol à faible poussée au voisinage des planètes. Mainte- 
nant nous analyserons les trajectoires du vol à faible poussée entre 
les planètes. La phase de vol interplanétaire commence après que 
le vaisseau a atteint la vitesse parabolique par rapport à la planète 
de départ et prend fin lorsqu'il a atteint la vitesse parabolique par 
rapport à la planète d’arrivée. L'attraction des planètes est donc ab- 
solument négligeable en cette phase. 

Le mouvement de l'engin est déterminé par l’attraction du Soleil 
et la poussée procurée par les propulseurs à réaction. Telle est la po- 
sition du problème. Dans le texte qui suit, nous reprenons dans leurs 
grandes lignes les travaux [10.1-10.3] de l’auteur et de ses collègues 
V. Goloubkov, V. Egorov, V. Erchov. Pour plus de détails sur la 
dynamique du vol à faible poussée, le lecteur consultera avec pro- 
fit la monographie [10.4] de G. Grodzovski, Iou. Ivanov et V. Toka- 
rev. 


2. Plus de charge utile, moins de combustible 


Telle est la condition habituelle imposée à un vol spatial, de mé: 
me qu’à un vol ordinaire et d’une façon générale à n’importe quel 
voyage. Autrement dit, on doit conduire le vol de façon à me- 
ner à bien l’entreprise au prix d’une dépense minimale de masse. 
Conduire le vol consiste à chercher une loi optimale de variation 
de l’accélération de poussée dans le temps f (t). Par définition de Ja 
force de réaction, 


jen (10.2.1) 


où PV, est la vitesse d'’éjection relative (par rapport à l’appareil) 
des produits de combustion (vitesse des particules dans la veine ga- 
zeuse), m (t) la masse variable du vaisseau, dm/dt débit-masse par 
seconde. Pour une large classe de fusées (par exemple à propergols), 
on peut poser V, = Cte; il ressort alors de (10.2.1) que 


LUS (10.2.2) 


où T est la durée de vol. Le rapport de la masse finale m, (charge 
utile) à la masse initiale (m,) est d'autant plus élevé que l'intégrale 


T 
S=— | fat (10.2.3) 
0 


est plus petite. 
Il y a intérêt à choisir la loi de commande f (t) de façon à mini- 
miser (10.2.3). 
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Or, pour de nombreux moteurs à faible poussée la valeur de Ÿ, 
n’est pas constante. Par contre, la puissance W de la veine l’est 
{il s'agit de la partie de la puissance de l’installation propulsive 
de bord qui passe en énergie cinétique de la veine gazeuse). Par 
définition 


- dm V? 
N = Dr rAEE (10.2.4) 
Il découle alors de (10.2.4) et (10.2.1) que 
1 dm f* 
7m dt ___ 2N ? 
d'où 
mp 1 
mo — A TT +» (10.2.5) 


Le rapport des masses est d'autant plus élevé que la valeur prise 
par l'intégrale 


1= | fdt (10.2.6) 


est plus petite. On doit donc, pendant le vol à faible poussée, faire 
varier l'accélération de poussée f (t) de façon à minimiser la valeur 
de l'intégrale Z (10.2.6). 

Les problèmes de cette nature sont appelés problèmes de la com- 
mande optimale. 

Dans cet essai nous parlerons surtout des vols optimaux où l’on 
cherche à minimiser la fonctionnelle 7 (10.2.6). A la fin de l'essai, 
nous considérerons cependant un problème important de minimisa- 
tion de la fonctionnelle S (10.2.3). 


3. Principe du maximum de Pontriaguine 


Dans le cas qui nous préoccupe, le problème de la commande op- 
timale peut être posé comme suit. Soient les équations du mouve- 
ment sous forme vectorielle 


x = f(x, u), (10.3.1) 


où x est un vecteur de composantes x,, Z+, . . . th ; Ê . un vecteur de 
composantes f,. ..., f,; u, un vecteur de composantes u,, Us, . .. 

.. u,. Le vecteur u est le vecteur commande; à chaque instant 
les commandes u,, ..., u, prennent leurs valeurs dans un ensemble 
fermé Ü, si bien que u € U. 
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En pratique, les commandes se voient toujours imposer des res- 
trictions: la poussée reste inférieure à une certaine valeur limite, 
les gouvernails ne peuvent pivoter que d’un angle maximal donné, 
et ainsi de suite. Cela explique l'appartenance des commandes u 
à un ensemble fermé. Autrement dit, les commandes sont bornées: 
le point u = (u,, ..., u,) ne peut se trouver qu'à l’intérieur de U 
ou à sa frontière. On peut cependant considérer à titre de cas parti- 
culier des commandes non bornées. On appelle commandes admissi- 
bles n'importe quelles fonctions continues par morceaux u, (t) 
(s = 1, ..., r) à valeurs dans l’ensemble U. 

Supposons qu’une propriété déterminée du processus du mouve- 
ment commandé (10.3.1) soit définie par la fonctionnelle 


t 
I -- [ jtx u) dt, (10.3.2) 
to 
où £,, t, sont les instants initial et final du mouvement et f, (x, u) > 
> 0 (d'ailleurs ce n'est pas très important). Le problème de l'opti- 
misation du mouvement (10.3.1) se pose alors comme suit: parmi 
toutes les commandes admissibles u = u ({) qui font passer le point 
de phase x, = x (t,).au point de phase x, = x ({,) en accord avec 
les équations du mouvement (10.3.1) , il s’agit de choisir celles qui 
minimisent la valeur de la fonctionnelle (10.3.2). 

La méthode la plus usitée dans les problèmes de la commande 
optimale est le principe du maximum de Pontriaguine. On en trouve 
les énoncés formels et les démonstrations rigoureuses dans les 
monographies (10.5, 10.6]. Ce qui nous intéresse, pour le moment, 
c'est l'appareil formel de solution des problèmes de la commande 
optimale. 

Introduisons un vecteur auxiliaire 


Ÿ = (Pos Vis - + +, Ya); (10.3.3) 
où wŸ, est une constante, ÿ,< 0, et ÿ,, . . ., wŸ, sont des fonctions du 
temps Yi = Yi (1). 

Utilisant les seconds membres des équations (10.3.1), la fonction 
fo et le vecteur # (10.3.3), construisons la fonction 


= 2 Vifi te u). (0.3.4) 
Remarquons que les équations (10.3.1) se laissent alors écrire ainsi: 
= (i=1, ..., n). (10.3.5) 


Définissons à présent les fonctions W4 (t), à = 1, ..., n, par les 
équations différentielles 


d ox |. 
= — — U=1,...n). (10.3.6) 


18—0262 
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Il se trouve que pour que le processus de transition de x, à x; 
soit optimal (au sens du minimum de la fonctionnelle (10.3.2)) pour 
x (f), u (t), il faut que le système (10.3.6) admette une solution non 
triviale et qu'ilexisteune constante #,< 0 telles que la condition du 
maximum 


Je (p (x), x (x), u(r)) = max JE (E(T), xt), v)  (10.3.7) 


soit vérifiée à chaque instant +, où {4 << T< ti. 

Ainsi donc, la commande optimale u se définit au départ de Ja 
condition (10.3.7), pratiquement en fonction de # et de x; cela per- 
met de construire ensuite la trajectoire optimale en intégrant en- 
semble les équations (10.3.6) et (10.3.5) (ou (10.3.1), ce qui revient 
au même). Le plus souvent, le point le plus délicat consiste à s’éta- 
PES des données initiales convenables pour l'intégration de 
(10.3.6). 

Remarquons que le système (10.3.5)-(10.3.6) est d'ordre 2n; 
sa solution dépend donc de 2n constantes arbitraires, ce qui permet 
en réalité de satisfaire à 2r7 conditions aux limites 


Xi (£o) = Xi0r Xi (t1) = X11 (à Su 1, 2; + 3 n). 


Le principe du maximum de Pontriaguine ne fournit que les con- 
ditions nécessaires de l'optimalité. Cette condition est nécessaire- 
ment vérifiée dans les processus optimaux. Il se peut cependant que 
le processus ne soit pas optimal bien que le principe du maximum 
soit vérifié. Les problèmes solutionnés par le principe du maximum 
demandent donc généralement à être contrôlés pour s'assurer que les 
conditions d'optimalité dégagées sont suffisantes. Assez souvent 
(par exemple dans les problèmes linéaires) le principe du maximum 
procure en même temps les conditions suffisantes : on doit se rappeler 
cependant qu'il n’en est pas ainsi pour chaque problème. 


4. L’équation du vol optimal 


Considérons le mouvement de la fusée de masse m dans un champ 


de forces dérivant d’un potentiel U'. Introduisons les notations 
oU oÙ oU 
Ôz ? Ôy *  9z }: 
r=(z, y, z), V= (u, V, W)s Î= (fx fu f2)- 
Ici z, y, z sont les coordonnées de la fusée, z, v, w les composantes de 
sa vitesse, et f,, f,, j. celles de l'accélération communiquée par le 


moteur. Les équations du mouvement s'écriront alors sous forme 
vectorielle comme suit: 


U 
_. =U (zx, y, 2), gradU — ( (10.4.1) 


V—gadU=tf, r = V. (10.4.2) 
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Supposons que la puissance de la veine gazeuse soit constante. 
On cherche alors les trajectoires assurant le minimum de la fonction- 
nelle (10.2.6). Imposons des restrictions additionnelles à l’accéléra- 
tion: 

agi, —a<fj<a, —a<f,<a (104.3) 


Construisons. en accord avec (10.3.4), la fonction 
= — (++ Pa (fe SE) + au + 


+ be (ft SE) + booba (fi+ 5) + (40.44) 


en mettant Ÿ, — —1; on pourrait prendre d’ailleurs n'importe quel 

Ÿo < 0, quitte à définir en conséquence 4, y, . . ., Pa. 
Conformément au principe du maximum (10.3.7). les commandes 

de fx, fy, - Sont optimales si elles font passer parle maximum la fonc- 


Fig. 10.1. Pour la construction de la commande optimale 


tion 5 (10.4.4). Puisque toutes les commandes interviennent dans 
Se de la même façon, il suffit d’en considèrer une au choix, par 
exemple celle def.. La variation de 5# en fonction de f. est illustrée 
sur la figure 10.1 (pour +,, > 0; pour ÿ,, << 0, on obtient une courbe 
symétrique par rapport à l’axe <#). Nous voyons que le maximum 
de la fonction “£ a lieu pour f, = 1,,/2 si |1p,/2 | <a (fig. 10.1, a) 
et pour f,—=asi |w,/2| > alfig 10.1, b). Il en est de même 
pour f, et f.. La commande optimale se définit donc par des 
formules du type 


p/2 si lb,/2]<a, (10.4.4) 


a si ÿ,/2> a, 
fx = 
—a Si Ÿ,/2< —a. 


Les relations pour /,, f, s’écrivent d’une façon analogue. La figu- 
re 10.2 représente à titre d'exemple la variation de j, en fonction de 
w,. En accord avec les formules (10.3.6) et (10.4.4”), les valeurs de 


18* 
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# doivent vérifier le système d'équations 


d+ — aU OU 
dt (nu x! rar Ve Guor dy Ôx + Vi er ) 


(10.4.5) 


Les points remplacent ici des équations analogues écrites pour 
d’autres variables 4. Sous forme vectorielle, les équations (10.4.5) 
s'écrivent ainsi: 


de Abyv=0, Vv= —Ÿr, (10.4.6) 
OU o2U O°U 
Or OÔxOôoy 0x 0z 
OU AU. OU 
Ôy dx ôy” Ôy 0z || ” 
OU OU AU 
0z20xz 0z0y Ôz° 


A = 


Ÿ- est un vecteur de composantes Prs Vus Ÿz, et Fv un vecteur de com- 
posantes Wu, Vo, Vu. Les.équations (10.4.2), (10.4.4°), (10.4.6) for- 


Fig. 10.2. Commande optimale 


ment un système fermé des équations du vol optimal (au sens du mi- 
aimum de l'intégrale (10.2.6)) de la fusée, compte tenu des restric- 
tions (10.4.3) imposées aux commandes. 

L'avantage majeur du principe du maximum de Pontriaguine 
est qu'il permet de prendre en compte d’une façon simple et uni- 
forme les différentes restrictions imposées aux commandes lors du 
calcul des mouvements optimaux. Cela est très important pour les 
problèmes contemporains de mécanique. Sur l’exemple des équa- 
tions (10.4.2), (10.4.4’), (10.4.6) nous avons montré l'efficacité du 
formalisme du principe du maximum. Dans le texte qui suit, afin de 
simplifier le raisonnement, nous supprimerons cependant toute con- 
trainte imposée aux commandes def,, f,, f, (on a a = ). Cela équi- 
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vaut à considérer les seules trajectoires sur lesquelles la condition 
de commande optimale ne demande pas que les composantes de l’ac- 
célération prennent la valeur limite a oo. 


5. Laissons tomber toute contrainte 


On voit alors sans peine de (10.4.4) que la commande optimale se 
définit par la formule vectorielle 


f = 1pv/2; 


au lieu des équations (10.4.6), on peut donc écrire directement des 
équations différentielles de la commande optimale ! Associées à 
(10.4.2), elles formeront le système fermé des équations du vol opti- 
mal qui s’écrira comme suit: 


v— grad U mi, 


N (10.5.1) 
f— A4f—0. 
La matrice À est la même que dans (10.4.6). 

Précédemment nous avions convenu de négliger l'attraction des 
planètes en seconde phase du vol interplanétaire. Par conséquent les 
conditions aux limites pour le problème (10.5.1) se confondent à peu 
près avec les conditions de départ d’une planète (à attraction nulle !) 
à une certaine vitesse initiale par rapport à cette planète, l’arrivée 
à une autre planète s’effectuant à une certaine vitesse par rapport 
à cette dernière. On peut admettre que les vitesses relatives de départ 
et d’arrivée sont nulles, car elles sont négligeables au regard de la 
vitesse d’entraînement du mouvement des planètes elles-mêmes. 
Nous prendrons donc désormais comme conditions aux limites les 
coordonnées et les composantes de la vitesse de la planète de départ 
(supposons que ce soit la Terre) et de la planète d'arrivée (par exem- 
ple Mars). 

I1 convient de choisir les douze constantes d'intégration du syste- 
me (10.5.1) de façon que les douze conditions aux limites suivantes 
soient vérifiées : 


r= 1, r—n pour t=t s 
| : | (10.5.2) 
r 


=#r# pour é—=1.. 
Le système (10.5.1) admet naturellement comme intégrale première 
AS PE 0: (10.5.3) 


où Æ se définit par (10.4.4) en y remplaçant W,, ÿ,, Vs respective- 
ment par 2f,, 2f,, 2f, et Ÿx, Vy, Ÿ- respectivement par —2f,, —2f,, 
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—2f.. Si l'on impose à la fonction de forces U/ une condition supplé- 
mentaire selon laquelle Ü caractérise un champ de forces centrales 
(ce qui est précisément le cas en l'occurrence), les équations (10.5.1) 
admettront trois autres intégrales premières qui équivalent ensem- 
ble à une intégrale vectorielle: 


rxf+ixr=k (0.5.4) 


Or, les intégrales (10.5.3), (10.5.4) ne suffisent pas à intégrer complè- 
tement le système (10.5.1) ; il semble que ce système n’est pas inté- 
grable *). On est donc amené à chercher des méthodes de résolution 
approchées du problème aux limites (10.5.1)-(10.5.2). 


6. Méthode de la trajectoire de transport 


Le problème aux limites (10.5.1)-(10.5.2) peut être résolu numé- 
riquement sur ordinateur. On s'établit sur une solution approxima- 
tive connue et on l'utilise comme première approximation de la 
méthode itérative. Dans les problèmes aux limites non linéaires on 
est presque toujours obligé de passer par des approximations succes- 
sives ; leur réalisation sur ordinateur est trop lente et ne permet pas 
d'obtenir des résultats exploitables dans un délai raisonnable. 

Les méthodes numériques sont toujours à notre disposition. Nous 
allons cependant essayer de trouver une autre méthode de résolution, 
au moins pour une sous-Classe suffisamment vaste de problèmes aux 
limites (10.5.1)-(10.5.2) si ce n’est pour leur totalité. Si nous arri- 
vons à obtenir une solution analytique approchée, elle peut toujours 
servir de première approximation pour la résolution itérative numé- 
rique du problème aux limites précis. 

T. Eneiev a proposé d'employer en dynamique du vol à faible 
poussée une méthode qu'il a appelée méthode des trajectoires de trans- 
port. 

On envisage un voyage interplanétaire qui consiste à quitter la 
planète de départ à l'instant £#, et à débarquer sur la planète d’arri- 
vée à l’instant f{,. Cherchons d’abord une trajectoire képlérienne or- 
dinaire qui convienne à cette mission. Cela est toujours possible, 
car on sait que les équations du mouvement képlérien sont intégra- 
bles. Une fois le problème aux limites résolu pour le cas considéré, 
on se trouve en possession d’une trajectoire elliptique qui passe par 
les points de départ et d'arrivée aux instants f, et £, respectivement. 
Le vol à faible poussée qui nous intéresse doit se produire suivant 


*) Le seul fruit des efforts de l’auteur est une solution particulière de (10.5.1), 
à savoir f — ET V, où B est une constante arbitraire. I] va de soi que cette 
commande optimale ne convient pas à n’importe quel problème de vol optimal 
mais seulement à un cas où l’on a sept conditions aux limites au lieu de douze. 


METHODE DE LA TRAJECTOIRE DE TRANSPORT 219 


une trajectoire qui ne se distingue pas outre mesure de la trajectoire 
képlérienne calculée. En effet, la durée du vol n'étant pas grande, 
la petite poussée « n’aura pas le temps » simplement de faire dévier 
sensiblement la trajectoire réelle de la trajectoire képlérienne choisie. 
La trajectoire képlérienne entraîne pour ainsi dire la trajectoire 
réelle à sa suite. Une telle trajectoire képlérienne sera appelée trajec- 
toire de transport. Le système de coordonnées attaché à un point ani- 
mé d’un mouvement de translation le long de la trajectoire de trans- 
port s'appelle système de coordonnées de transport. 
L'idée de la méthode consiste à analyser le mouvement de l’engin 
à faible poussée par rapport au système de coordonnées de transport. 
On comprend aisément que la trajectoire d’un tel mouvement relatif 
ne s'éloigne jamais trop loin de l’origine des coordonnées, ce qui per- 
met de linéariser le problème aux limites et de le résoudre complè- 
tement. Ce processus est décrit dans [10.1] par V. Béletski et V. Ego- 
rov. Nous supposerons, d’après [10.1], que la trajectoire du mouve- 
ment soit 
r = ro +, (10.6.1) 


où r,est une trajectoire de transport calculée et | p | est faible devant 
|r, |. La fonction vectorielle r,(f) vérifie l'équation du mouvement 
non perturbé 


Tr, — grad U, = 0, (10.6.2) 


où U, est la valeur de la fonction de forces U le long de la trajectoire 
de transport r,(t). Portons (10.6.1) dans (10.5.1), développons 
U (x, y, :) en série et supprimons les termes petits d'ordre égal ou 


supérieur à 2. En plus, f est par définition aussi petit que p et p; 
on peut donc négliger aussi les termes de la forme pf, etc. Compte 
tenu de (10.6.2), on obtient au lieu de (10.5.1) un système linéarisé 


p — A,p = f, (10.6.3) 
"f— Aîî = 0. (10.6.4) 


Ici A, est la valeur de la matrice À le long de la trajectoire de trans- 
port rot); la matrice À,(t) contient des fonctions périodiques con- 
nues du temps. 

Un système linéaire de tout ordre est intégrable si les coeffi- 
cients de sa partie homogène sont constants; il n’en est pas question 
en l'occurrence. Un système linéaire à coefficients variables n'est pas 
intégrable en général. Par contre, notre système (10.6.3)-(10.6.4) 
doit l’être absolument ! (Nous avions cette « arrière-pensée » en 
introduisant les coordonnées de transport.) En effet, supposons un 
instant que f = 0 dans le système (10.6.3)-(10.6.4); ce qui reste de 
l'équation vectorielle (10.6.3) (son premier membre) doit alors ad- 
mettre comme solution une variation du mouvement képlérien ! 
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Le mouvement képlérien se laisse décrire par quadratures : il en est 
donc de même de sa variation. Ensuite, l’équation vectorielle (10.6.4) 
est de la même forme que l'équation (10.6.3) dont le second membre 
a été annulé; autrement dit, (10.6.4) est aussi intégrable ! Calculant 
sa solution f (t) et la portant dans le second membre de (10.6.3), 
on aboutit à une équation vectorielle non homogène dont le second 
membre est une fonction connue du temps; l'équation homogène 
correspondante est intégrable. On sait que pareilles équations sont 
résolubles par quadratures (par exemple, à l’aide de la méthode de 
variation des constantes). Ainsi 
donc, le système (10.6.3)-(10.6.4) 
se laisse intégrer par quadratures. 
Ces considérations (et celles de 
la dimension) permettent de con- 
clure, d’ailleurs, que dans l’appro- 
ximation considérée la commande 
optimale du vecteur accélération de 
poussée est définie par la formule 


Î= a + (re — Fo); (10.6.5) 


où r, (t) définit l'orbite elliptique 
képlérienne de transport, r, (t) 
l'orbite elliptique  képlérienne 
dont les paramètres sont déterminés 
par les conditions aux limites du problème, g est l’accélération de 
l’attraction newtonienne à la distance À du centre d'attraction et 
a = À une constante scalaire sans dimension. On voit sur la figure 
10.3 un schéma qui illustre la formule (10.6.5). 

Un peu plus tard nous ferons l’intégration pratique du systè- 
me (10.6.3)-(10.6.4). 


Fig. 10.3. La commande optimale 
en approximation linéaire 


7. Schéma de résolution du problème aux limites 


L'intérêt des équations linéaires (10.6.3)-(10.6.4) ne réside pas 
seulement dans leur intégrabilité: elles permettent de résoudre le 
problème aux limites pour aisni dire d’un seul coup, sans passer par 
les approximations successives, ce qui est impossible en général pour 
un problème non linéaire. | 

Compte tenu de (10.6.1), mettons les conditions aux limites 
(10.5.2) sous la forme 


a P= Po, P—=P, pour f=to, 


> (0.7.4) 
D—Prss P=Pr Pour =}, 
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Ici 
Po=r°—ro(to); Po= © — ro (to); 
Pr=r—ro (li), = rt—ro(t;). 


Puisque la trajectoire de transport r (t), r (t) est connue à chaque 
instant, on définit sans peine les conditions aux limites du mouve- 
ment relatif (10.7.1) en fonction des conditions aux limites (10.5.2} 
du mouvement absolu à l’aide des formules (10.7.2). 

Le schéma d'intégration du système (10.6.3)-(10.6.4) et de réso- 
lution du problème aux limites (10.7.1) peut être décrit de la façon 
suivante. Désignons par p un vecteur à six dimensions qui englobe 
les coordonnées et les composantes des vitesses. La solution de 
(10.6.3) peut être cherchée alors sous la forme 


P = Ps + Pr (10.7.3} 


où p, est la solution du système (10.6.3) homogène et p,. une solu- 
tion particulière du système (10.6.3) non homogène. 

Soient p, des solutions particulières linéairement indépendantes 
du système (10.6.3) homogène. Elles doivent être connues, puisque 
la variation du mouvement képlérien est connue. Alors 


(10.7.2} 


6 
p= 2 CiPus (10.7.4) 


où c, sont des constantes d'intégration. Il ressort clairement de ce 
qui précède que la solution du système (10.6.4) est une autre com- 
binaison linéaire des méme fonctions p;: 


6 
ii 


où a; sont d’autres constantes d'intégration. I] va sans dire que la 
grandeur f dans (10.7.5) est déjà un vecteur à six dimensions qui 
englobe les composantes de l’accélération et les dérivées de ces com- 
posantes par rapport au temps. 

Portons maintenant (10.7.5) dans (10.6.3) et cherchons par la 
méthode de variation des constantes une solution particulière 


6 
pu À aq (10.7.€) 
en choisissant p,, de telle façon que 
Pxx (to) = 0, 


c'est-à-dire que 
1: (to) = (. (10.7.7) 
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Compte tenu de (10.7.4) et de (10.7.3), nous obtenons définitivement 
6 
p = 2 (CP: + Gipi)- (10.7.8) 


Les constantes arbitraires c;, a; permettent de satisfaire aux douze 
conditions aux limites (10.7.1). En effet, les constantes c;, a; se dé- 
duisent du système suivant d'équations algébriques linéaires: 


6 
Po — à CiPi (to), (10.7.9) 
6 6 
Êr— > CiPa (t1) = 2 agi (ts) (10.7.10) 


{rappelons que p, p:, æ, sont des vecteurs à six dimensions et que 
œ, vérifie (10.7.7)). D'abord on déduit c; de (10.7.9), puis on résout 
(10.7.10) et l’on obtient a. 
L'’algorithme que nous venons 
d'écrire permet de résoudre com- 
plètement le problème aux limites 
(10.6.3), (10.6.4), (10.7.1). 


8. Intégration 


Choisissons un système de coor- 
données absolues XYZ d'origine S 
au centre d'attraction, de telle fa- 
çon que le plan XŸ se confonde 
avec le plan de la trajectoire de 
transport et que l’axe X soit dirigé 
au péricentre de cette trajectoire. 
Fig. 10.4. Systèmes de coordon- Les axes du système de coordon- 

Dés nées de transport Oxyz sont respecti- 

vement parallèles à ceux du systè- 

me ÀŸYZ (fig. 10.4). Admettons que les équations du mouvement 

(10.6.3) et celles de la commande (10.6.4) soient écrites au moyen de 

variables sans dimension. Si les quantités R, V, T, f; ont la dimen- 

sion de la distance, de la vitesse, du temps et de l'accélération de 

poussée respectivement, les quantités correspondantes sans dimen- 
sion r, v, t, j seront définies comme suit : 


R V ra 
= Ve t=TY f= ts, (10.81) 


T 


où À, est la distance initiale du centre d'attraction, g = u/Rj 


l'accélération de la pesanteur à cette distance. 
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Les coordonnées et les variables sans dimension étant choisies 
de cette façon, les éléments de la matrice À, dans les équations 
(10.6.3), (10.6.4) s’écrivent 


0 1 x 1 N 
Sr Los Un = 6 sin?v—{), 
0 o __ 3cosvsinv op — (10.8.2) 

rà ? XY rà , xz = Uy: =Ù, 


où r, (t) est le rayon courant de la trajectoire de transport et v l’ano- 
malie vraie le long de cette trajectoire. Ces deux dernières quantités 
vérifient ensemble les relations du mouvement képlérien 

P He (10.8.3) 


1+ecosv ? dt r& 


To — 


Dans les formules (10.8.3) e est l’excentricité de la trajectoire de 
transport et p son demi-paramètre focal sans dimension. 

Afin d’intégrer plus commodément le système (10.6.3)-(10.6.4), 
il y a intérêt à passer à un système de coordonnées tournant On£té 
dont l’origine se confond avec le point © de Ia trajectoire de trans- 
port (fig. 10.4), l'axe On est dirigé suivant le rayon vecteur, l’axe 
OË est orienté transversalement à la trajectoire de transport (dans 
le sens du mouvement) et l’axe OË se confond avec Oz. Alors 


x=1cosv—EËsinv, 
y=nsin v+Eécosv, (10.8.4) 
:=Û 


et, après quelques transformations, les équations (10.6.3) s'écriront 
sous la forme 


1 — 20Ë — wn — LE — <= fn; | 
0 
ce 2oN — DE + on += f=, ; (10.8.5) 
°e | 
+= fr | 


Ici w = vest la vitesse angulaire du mouvement le long de la tra- 
jectoire de transport, fn, f:, ft les projections du vecteur accélération 
de poussée sur les axes On, OË, OÙ. On pourrait d’ailleurs écrire 
(10.8.5) immédiatement, à partir des équations générales du mouve- 
ment relatif. 

Remarquons que les coefficients dans (10.8.5) ne dépendent du 
temps que par l’entremise de l’anomalie vraie v. Il est donc tout à 
fait logique, en utilisant les relations (10.8.3), de passer dans (10.8.5) 
de la variable indépendante t à la nouvelle variable indépendante v. 
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Ceci fait, en obtient au lieu'de (10.8.5) le système 


n— n°28 —(1+ 20) n+- À E= pipifn, | 
E— PE 2m —(1—0) EL n= protfs, | (10.8.6) 
} 


mm 2P'ys 
SL +pt= p'ptfe. 
Ici et dans le texte qui suit, on a 


= esin V ({ +e cos v)*. (10.8.7) 


, 


p = ({ +ecos v)”!, 
L'apostrophe désigne la dérivation par rapport à v. 

Oublions un instant que les composantes /h, fe, f: vérifient dans 
notre problème l’équation différentielle (10.6.4) et supposons que 
ce soient des fonctions arbitraires mais connues de l’anomalie 
vraie v. 

Dans le système fermé (10.8.6) ainsi obtenu, les coefficients expli- 
cités sont des fonctions périodiques de la nouvelle variable indépen- 
dante v. Ainsi écrit, ce système paraît effrayant, mais, sachant qu'il 
est intégrable, nous ne nous laisserons pas intimider et nous passe- 
rons à l'intégration. 

La troisième équation de (10.8.6) ne dépend pas des deux 
premières ; nous commencerons donc par elle. Tout d’abord essayons 
de nous débarrasser du terme qui contient la dérivée première £'. 
De la théorie des équations différentielles linéaires, on sait qu'il 
est toujours possible de le faire à l’aide de la substitution 


i 
b=xe ? Ÿ ps av (10.8.8) 


dans laquelle p, est le coefficient de &’ et : une nouvelle variable qui 
vient remplacer £. Dans notre cas p, = -2p'/p, si bien que la substi- 
tution (10.8.8) s’écrit 


L = xp. (10.8.9) 
Portons (10.8.9) dans la troisième équation (10.8.6). Il vient 
, p\2, P° 1, 
x" + [p—2 (&) +2] 1 = ppfs. (10.8.10) 


Or, d’après (10.8.7) on a 
p'i\2., p° — 
du dir ns 
et l'équation (10.8.10) prend une forme simple qui se prête immédia- 
tement à l'intégration: 
x’ + 4 = p°p"f- (10.8.11) 
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L'équation homogène associée à (10.8.11) a comme solution 


# = Ci Sin V+ CG COS V, 

a (10.8.12) 
= C$ COS V—C,Sin\, 

où cs, cç sont des constantes d'intégration. 

Suivant la méthode de variation des constantes, proposons- 
nous de chercher la solution de l'équation (10.8.11) non homogène 
sous la même forme (10.8.12) pour x et x’ mais en supposant que 
c; et c; dépendent de v. Nous obtiendrons alors, par un procédé connu, 
un système d’équations pour les dérivées de c; (v) et de c,; (v): 


< sin v+ -Æe cos x = 0, 
d : 
_… cos v— Le sin v = ppife. 
D'où 
de 
nn Sp°f; cos V, 
7 = — PP f: Sin v. 


Intégrons ces égalités, substituons les résultats dans (10.8.12) 
et revenons à la variable initiale 6 conformément à (10.8.9). Il vient 


Ê= CD Sin V + Cp COS V +— 
+ p°p [ sin v | f:p° cos v dv — cos v | frp$ sin v dy | . (10.8.13) 


La troisième équation de (10.8.6) est intégrée. On déduit de (10.8.13) 
tout aussi facilement — par dérivation — la formule explicite de 


Nous voulons cependant connaître la « technologie » de l’inté- 
gration du système (10.8.6), plutôt qu’établir une liste complete des 
formules de calcul (une telle liste se trouve dans notre travail [10.1] 
que nous reprenons ici). Nous signalons donc que l'expression expli- 
cite de Ë’ (v) est dans [10.1] et nous passons à la discussion des deux 
premières équations de (10.8.6). 

La substitution (10.8.9) nous a beaucoup aidé à résoudre Ia troi- 
sième équation. Il est logique d'essayer une substitution analogue 
pour les deux premières : 


E = pa, n = pf. (10.8.14) 
Les équations en question deviennent alors 
B°" — 3pp — 20° = p'pfn, à + 26° = p’pffe. (10.8.15) 


La substitution (10.8.14) s’est avérée fructueuse : on peut inté- 
grer immédiatement une fois la seconde équation de (10.8.15). Il 
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vient 
m=c—%B+1, l:=p | pSf: dv, (10.8.16) 
où c, est une nouvelle constante d'intégration et Z: (v,) = O0 par 


définition. Portons à présent l’expression de «&’ (10.8.16) dans la 
première des équations (10.8.15): 


B"" + (4 — 3p)B = D (v), (10.8.17) 
D (v) = 2c, + 273 + p'uñfs. (10.8.18) 


On ne voit pas très bien à quoi peut servir l'équation (10.8.17). 
Revenons cependant à notre ancienne variable n (la substitution 
(10.8.14) a déjà fait son affaire). Au lieu de (10.8.17), nous obtenons 
l'équation 


(4 + e cos v) n°’ — 2e sin vn’ + (1 + 3e cos v) n = D. (10.8.19) 


« 


ou 


On n’a pas besoin de contempler longtemps cette équation pour, dé- 
couvrir une solution particulière de l’équation homogène associée : 


o — sin V. (10.8.20) 


Or, on apprend en théorie des équations différentielles linéaires que 


l’équation 
n'+altvn +atvn=0 


admet, en plus de la solution particulière n = n,, une autre solution 
particulière, linéairement indépendante de la premiere et définie par 
la formule 


Ns = 2 | ne” On 
Dans notre cas 


…E 2e sin v 
1—+e cos v 


et n. se définit par (10.8.20). La seconde solution particulière de 
l'équation homogène en question sera donc 


ai — 


m=ltsinv, Ie (dv (10.8.21) 


La quadrature /* se laisse calculer sous forme explicite [10.1], 
mais l'expression de 7* (v) est un peu encombrante. Pour simplifier 
les choses, laissons Z* (x) sous la forme compacte (10.8.21) et indi- 
quons seulement qu’en orbite circulaire (e = 0, p = 1)on a I* (v) — 
— —cotg v et qu'à la première puissance de l’excentricité près on a 


I* (v)sin v & —cos v + 2e. (10.8.22) 
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On connaît ainsi deux solutions particulières de l'équation homo- 
gène. La méthode déjà connue de variation des constantes permet 
donc d'obtenir la solution générale de l'équation (10.8.19). Elle 
est de la forme 


n = A (I sin v + cos v) + © sin v+ cl* sin v + 


+ F,sinv+1*F,sinwv, 
I*sinv / 21: ; Lt (10.8.23) 
F>= — p° | pe + p fn) av, 
sin v 27; 
F3=p° | (È + pin) dv. ] 


Il reste à déterminer & (v). Revenons à l'équation (10.8.16). 
Puisque n (v) et par suite B (v) = n/p sont connus, on obtient par 
une seule quadrature 


œ= cv — 2 | À év+ | I: dv+cs. (10.8.24) 
Compte tenu de (10.8.14) et de (10.8.23), on a 
= Cibs + Cobr + Csbs + GE + pY, 


E—=p (v … + | 1° FAR cos v dv) 
E = p(2+e cos v) cos v, (40.8.25) 


Es = — 2 | EE dv, E = p, 
Y= | [+ (Fisinv+Ir, sin ) |dv. 


Les expressions pour n’ et E” se déduisent par dérivation de (10.8.23) 
et (10.8.25). L'intégration par quadratures du système (10.8.6) est 
terminée. 

Les quadratures intervenant dans E, et &, sont calculables sous 
forme finie; on trouve ces expressions explicites dans la liste ré- 
capitulative des formules de calcul insérée dans [10.1]. En ce qui 
concerne les formules explicites de J;, F,, F, et W, elles ne sont pas 
faciles à établir en général. Tout dépend de la forme des commandes 
În+ /, fr. Si l’on a beaucoup de calculs pratiques à faire, il est con- 
seillé généralement de procéder par des méthodes numériques, mais 
il peut y avoir aussi des cas où les quadratures indiquées pourront 
être explicitées. 

La difficulté de l'intégration du système (10.8.6) que nous venons 
d'effectuer tient au fait que ses coefficients sont variables, ou, ce 
qui revient au même, au caractère elliptique de la trajectoire de 
transport. On était donc amené à résoudre (10.8.6) en se donnant des 
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valeurs arbitraires de l'excentricité e << 1. En revanche, les formules 
obtenues peuvent servir directement (et elles ont servi effective- 
ment, dans [10.1-10.4]) au calcul des trajectoires du vol interplané- 
taire piloté à poussée arbitraire (en particulier à poussée optimale). 


9. Sur les problèmes du mouvement relatif 


Les formules établies revêtent cependant une signification beau- 
coup plus générale. Elles permettent de résoudre toute une classe 
de problèmes sur le mouvement relatif de corps cosmiques rappro- 
chés, ainsi que d'autres problèmes. Citons-en quelques-uns. 

1. Variation du mouvement képlérien et dérivées isochrones. Aucune 
trajectoire calculée à l'avance ne peut être réalisée avec une précision 
absolue, à cause des multiples erreurs (quoique tres faibles en géné- 
ral) qui entachent l'exécution de la trajectoire, les hypothèses de 
départ adoptées lors du calcul, et ainsi de suite. On peut déterminer 
l'écart de la trajectoire képlérienne réelle du vol interplanétaire par 
rapport à la trajectoire calculée (appelée aussi nominale) en posant 
dans les formules utilisées | f | = 0. La trajectoire nominale se 
présente alors comme celle de transport. Définissant les constantes 
d'intégration au départ des données initiales et groupant les termes 
en coordonnées et vitesses initiales (no, no, etc.), on obtient les 
expressions des grandeurs appelées dérivées isochrones du mouvement 
képlérien. Les dérivées isochrones jouent un rôle important en théorie 
du vol spatial : elles permettent de calculer l'écart en chaque coordon- 
née (ou composante de vitesse) à chaque instant. Si l’écart est trop 
grand, on donne l’ordre de correction de la trajectoire et l’on calcule 
l'impulsion de correction nécessaire. 

2. Problème du mouvement d'un corps au voisinage d'un satellite. 
Ce peut être le mouvement d’un cosmonaute autour de la station 
orbitale. Le cosmonaute peut avoir son moteur-fusée individuel 
(f =£ 0) ou se trouver sans moteur (f = 0). On révèle ainsi les régimes 
dangereux (ou les positions dangereuses par rapport à la station) 
que le cosmonaute doit éviter, au risque de s'éloigner de la station. 

3. Problème du rendez-vous spatial. On suppose qu’à une 
étape antérieure un objet spatial a été amené au voisinage 
de l’autre et l’on concentre l’attention sur l’étape finale: la variation 
de l'accélération de poussée f assurant la plus petite vitesse relative 
de rencontre (arrimage du vaisseau à la station orbitale, assemblage 
de la station en orbite, etc.) ou une vitesse désirée. Dans ce dernier 
cas, au lieu de calculer l'accélération de poussée (f = 0), on peut 
chercher l'impulsion (c'est-à-dire les valeurs initiales des composan- 
tes de la vitesse) qui garantit la rencontre. 

4. Mouvement d'un nuage de particules éjectées du satellite, con- 
sidéré par rapport à ce satellite. 

9. Passage à une orbite firée à l’aide d’une impulsion additionnelle 
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ou d'un appoint de poussée. C’est le problème d'une faible variation 
de l'orbite initiale du corps cosmique. 

6. Action de courte durée d'un facteur perturbateur sur l'orbite. 

Pour un grand nombre de problèmes énumérés, vn peut adopter 
une orbite de transport faiblement elliptique (e petit), voire circulaire. 
Cela facilite singulièrement les formules de calcul : on peut les écrire 
à la première puissance de e près. ou mème poser e = 0. Dans ce 
dernier cas les équations de départ (10.8.6) ne contiennent dans leurs 
premiers membres que des coefficients constants (p° = 0, p = 1). 
L'intégration devient beaucoup plus simple. On peut d’ailleurs aussi 
résoudre le problème en faisant un passage à la limite (e — 0) dans 
les formules générales (10.8.13), (10.8.23). (10.8.25). Pour lever 
l'indétermination dansle premier terme de l'expression de n (10.8.23), 
ainsi que dans l'expression de Ë, (10.8.25), il y a lieu d'employer l'éga- 
lité approximative (10.8.22). Ceci fait, le passage à la limite e — Q 
s'opère très facilement: on pose 7* — —cotg v. p = 1 et p = 1. 
Le résultat — la solution des équations (10.8.6) pour une trajectoire 
de transport circulaire — s'écrira ainsi: 


n = 2c; + © Sin V— c; COS v + 
Lsinv | cos v (2 | fdv+ in) dv + 


+ cos v | sin v (2 | fdv+fn) dv, (10.9.1) 
E = — 3civ+ 20, cos v + 2cs Sin v + c, + 


di {| frdv—2[sin L À cos v (2 | fe dv+fn) dv+ 
—+ COS V | sin vV (2 | É dv+ fn) dv |} dv, (10.9.2) 


n 


E = c;sin v+c;cos v+sinv \ fx cos v dv + 
+ cos v | frsinvdv. (10.93) 


Les quadratures intervenant dans ces formules se prêtent déja 
mieux au calcul que dans le cas général d'une trajectoire de transport 
elliptique. En certains cas (par exemple quand les composantes 
nr f;, fe Sont constantes) les quadratures se font sans difficulté 
aucune. 

Dans les formules (10.9.1)-(10.9.3), de même que dans les formules 
générales de départ (10.8.13), (10.8.23), (10.8.25), nous avons consi- 
déré les commandes fn, f, f comme des fonctions arbitraires de 
l'anomalie vraie v. Or, le cas le plus intéressant est celui où ces com- 
posantes vérifient les équations (10.6.4) de la commande optimale. 
Suivant le raisonnement développé dans le n° 7.(voir formule (10.7.5)) 
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la solution des équations de la commande optimale s’écrira alors, 
dans le cas général d’une trajectoire de transport elliptique, sous 
la forme 


fn = (I*sin v + cos v) + a, sin v+a;l*sin v, 


= Gb + Gb + abs + ab, (40.9.4) 
fe = Gp Sin v + agp cos v. 
ci a, . .., a sont de nouvelles constantes arbitraires, tandis que 


1 ---, & sont définis par les formules (10.8.25). 

Portant (10.9.4) dans (10.8.23), (10.8.25) et (10.8.13), on obtient 
la solution complète en quadratures du problème du vol optimal 
(10.6.3)-(10.6.4). Pareilles formules ont servi à faire toute une série 
de calculs pour les trajectoires des vols en direction de Mars, de 
Vénus et de Jupiter [10.1-10.3]. Nous examinerons certains résultats 
de ces calculs dans les pages qui suivent. 


10. Résultats des calculs 
des trajectoires interplanétaires optimales 


La valeur d'un problème résolu de mécanique du vol spatial est 
souvent d'autant plus grande que la solution peut plus simplement 
être « mise en nombres ». La « mise en nombres » est souvent diffi- 
cile. Par exemple, dans la méthode de calcul décrite, le minimum du 
travail de calcul se réduit à: 

— déterminer les positions et les vitesses des planètes aux ins- 
tants de départ ft, et d'arrivée f,; 

— calculer la trajectoire de transport ; 

— calculer les conditions aux limites en coordonnées de transport 
z, y, z mobiles en translation et convertir ces conditions aux limites 
en coordonnées de transport tournantes n, Ë, CL; 

— calculer les quadratures intervenant dans la solution du 
problème (10.8.13), (10.8.23), (10.8.25); 

— résoudre le problème aux limites suivant le schéma du n° 7 
et calculer la trajectoire et la commande en coordonnées de transport 
n, &, ê; 

— convertir ces valeurs en coordonnées x, y, z 

Pour évaluer la précision de la méthode des trajectoires de trans- 
port, en certains cas, on doit calculer (d’après un algorithme encore 
plus compliqué !) la trajectoire qui correspond aux équations exactes 
(10.5.1) et la comparer avec la trajectoire approchée. Toute cette 
« cuisine » est restée en marge de notre exposé, car elle s'inscrit mal 
dans le plan du livre, est étrangère à son style. L'auteur tient cepen- 
dant à avertir ici ses lecteurs étudiants que tout travail sérieux en 
mécanique du vol spatial est très souvent indissociable aujourd'hui 
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de cette « cuisine », équipée bien sûr d’ordinateurs perfectionnés. 

Laissons donc de côté la « cuisine » des calculs et passons directe- 
ment aux résultats. 

On voit sur les figures 10.5 à 10.8 quelques caractéristiques du 
voyage vers Mars. On y distingue aussi bien les caractéristiques exactes 
que des caractéristiques approchées, ce qui permet de se faire une 
idée de la précision de la méthode des trajectoires de transport. Lu 
variation de l’accélération de poussée en grandeur et en direction 


f, mm/s? 


1,5 


0,5 


0,1 


50 100 150 200 250 
t, jours 


Fig. 10.5. Variation de l'accélération de poussée (en grandeur) dans le temps: 
1, calcul exact; 2, calcul approché 


est illustrée sur les figures 10.5, 10.6. Les trajectoires du vol en 
direction de Mars (exacte, approchée et de transport) sont montrées 
sur la figure 10.7. Le vol dure 212 jours. Enfin, la figure 10.8 repré- 
sente la trajectoire du vol (calculée d’après les formules approchées) 
en coordonnées de transport. On voit que l’écart maximal par rapport 
à l’origine des coordonnées est de sept millions de kilomètres, tandis 
que la trajectoire proprement dite compte quelques centaines de 
millions de kilomètres. Les figures montrent clairement à quel point 
l’accélération de poussée requise est faible: elle ne dépasse jamais 
1,5 mm/s*°. 

Une caractéristique importante du vol est sa distance angulaire 
D, c'est-à-dire l’angle balayé par le rayon vecteur de l’engin spatial 
de l’origine des coordonnées à la fin du vol. Pour l'exemple considéré 
sur les figures 10.5 à 10.8, on a ® — 150°. C’est pour de telles 
distances angulaires modestes que la méthode des trajectoires de 
transport convient le mieux. En effet, la trajectoire réelle du vol ne 
diffère pas trop dans ce cas d’un arc d’une ellipse convenablement 
choisie. Par contre, si la distance angulaire est grande (360°, 720°, 
etc.), la trajectoire réelle épousant par exemple le profil d’une 
portion de spirale entre les orbites de départ et d'arrivée, on ne 
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trouve aucune trajectoire képlérienne suffisamment proche de la 
trajectoire vraie du vol à faible poussée, si bien que la méthode 
tombe en défaut. 

Remarquons cependant que les vols les plus intéressants pour la 
pratique se caractérisent justement par une distance angulaire assez 
fs petite, car la durée du vol reste 

AR t=0 alors raisonnablement courte. 
L'intérêt de la méthode de la 
/ trajectoire de transport réside 
donc dans la possibilité de cal- 
culer vite et avec une bonne pré- 
cision une multitude de trajectoi- 
res utiles. La figure 10.9 donne 
une idée de l'erreur que l'on 
commet sur l'intégrale Z, carac- 
téristique fondamentale du vol, 
en appliquant la méthode de la 
trajectoire de transport. Cette fi- 
gure montre la variation du rap- 
port AJ/J (en pour cent} en fonc- 
tion de D. Ici Z est la valeur 
exacte de l'intégrale et AJ l’er- 
reur de son calcul par la métho- 
de des trajectoires de transport. 
Si la distance angulaire du vol 
est de 225 à 235”, l'erreur est pe- 
tite (de 1 à 5 %); au contraire, 
l'erreur croît brusquement 
quand © devient supérieur à 235°. 
Pour D — 180° l'erreur est né- 
| gligeable: quelques dixièmes, 
Fig. 10.6. Variation de l'accélération voire quelques centièmes de pour 
de poussée en grandeur et en direction: cent. Les vols à très faible dis- 
1, calcul x 2, calcul once angulaire (® << 50°) n'of- 
pprocne on à s 

frent qu'un intérêt relatif, car 

ils demandent une accélération de poussée très forte. 

Certaines caractéristiques des vols vers les planètes Mars et 
Vénus. calculées selon la méthode approchée décrite, sont citées 
dans le tableau 10.1 et comparées aux valeurs exactes. Dans ce 
tableau T est la durée totale du vol, ® la distance angulaire de la 
phase de vol séparant les sphères d'influence des planètes, f, et fo 
les valeurs finale et initiale du module de l’accélération de poussée. 
Dans la dernière colonne figure le rapport de la différence des va- 
leurs approchées 7,, et exacte 1, , à 1,, en pour cent. Dans les colon- 
nes J, fr, fo Sont marquées les valeurs approchées (chiffre de haut) 
et exactes (chiffre de bas) des grandeurs. 


2 
,. nun/s 


1 


t=212{ jours) 
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Tableau 10.1 


Quelques caractéristiques des vols en direction 
de Mars et de Vénus 


ML 


| Dates de PA | 


I, Jo. p — e © 
Eee | te 77) 9 Jane esse 
28.1X.1960 | 11,53 1,44 |1,51 - 
vers | 28:1V.1961 | 11,54 | _ res | 1,43 | 1,52 ee 
Mars 
15.X1.4964 | 3,23 0,405 | 0,89 
11:X.1965 | 3,20 | 330 ER 042 | 0:88 | 0,94 
22.111.964 | 26,44 " 4,02 | 1,85 
DA _VII.1964| 28,43 | 121 | 136 | 408 1:85 | 0,04 
Vers 
Vénus ; F 
11.XI1.4963| 41,975 : 2,25 | 1,26 
18.VII.1964| 11,385 | 220 | 24 æ 22% | 145 | 5,18 


Remarquons maintenant que la commande optimale est, comme 
on le voit, très difficile à réaliser. On est obligé de faire varier notable- 
ment l'accélération de poussée en grandeur et en direction. Cela 


Y: km X 106 


— 200 — 100 0 100 
x. km X 10% 
Fig. 10.7. Trajectoires du vol en direction de Mars: 7. ellipse de transport; 
2, trajectoire approchée; 3, trajectoire exacte 


contredit la condition méthodologique majeure selon laquelle la 
conduite de l'engin doit être aussi simple que possible. Autant on 
gagne en masse de la charge utile transportée, autant on perd en 
simplicité et, par conséquent, en sécurité du vol. Üne question se 
pose tout naturellement : peut-on remplacer la commande optimale 
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par une commande plus facile à exécuter ?. Supposons par exemple 
qu'au commencement du vol l'accélération de poussée soit constante 
en grandeur et en direction, qu'en seconde phase (passive) les mo- 
teurs soient simplement arrêtés et qu’en phase finale l'accélération 
de poussée soit de nouveau constante en grandeur et en direction. 
Peut-on espérer qu'une tel- 

132,37 y km X 10% le commande «étagée » 
pourra étre plus ou moins 
proche de la commande 


optimale ? 
V. Goloubkov a exami- 
112,374 né dans [10.3] deux lois 


de commande étagées élé- 
mentaires. 
Soit 


(4) = 


f, OLSEi<T, 
— € 0, T<ILT+ AT, 
g, T+ATK IT. 


(10.10.1) 


V. Goloubkov a considéré 
deux cas de réalisation de 
la loi (10.10.1), d abord 


| pour f = get ensuite pour 
Fig. 10.8. Représentation de la trajectoire f eg. Ici f et g sont les 
en coordonnées de transport. Les chiffres 516 d ee 
jalonnant la trajectoire sont les valeurs de ACCéléralions de poussée en 
l’anomalie vraie sur l’ellipse de transport Premiere et en troisieme 


phases du vol respective- 
ment (ce sont des constantes vectorielles), { l'instant considéré, 
T le temps de val, t la durée de fonctionnement du propulseur en 
première phase du vol, At la durée de la phase passive du vol. f — 
= |[f[|, g = |g |. Ainsi donc, la trajectoire se compose en général 
de deux phases propulsives et d'une phase passive. Les paramètres 
de la loi de commande sont utilisés pour satisfaire aux conditions 
aux limites et à la condition du minimum de J. 

Le calcul numérique des vols Terre-Mars a été effectué pour une 
date de départ fixée, d'abord par la méthode des trajectoires de 
transport, puis exactement (intégration numérique des équations du 
mouvement). Certains résultats du calcul figurent dans les tableaux 
10.2 et 10.3. 

En regardant ces tableaux, on remarque que la commande étagée 
est calculée avec la même précision que la commande optimale 
(fig. 10.9). On a donc le droit de faire la comparaison des valeurs de 7 


TRAJECTOIRES INTERPLANÊTAIRES OPTIMALES 297 


en commande étagée et optimale lors du calcul approché des tra- 
jectoires correspondantes. 

Cette comparaison permet de voir ce qu’on perd en remplaçant 
la commande optimale par la commande étagée. Les données cor- 
respondantes pour les vols 7 
Terre-Mars sont citées dans ——<< 100 % 
le tableau 10.4, où J65t est ex 
la valeur de l'intégrale I 
pour la commande optimale 
en première approximation, 30 
1, la valeur de 7 pour la 
commande étagée en premiè- 


40 


re approximation, 7 le 20 
temps de vol, ® la distance 
angulaire. 


On remarque que du 
point de vue énergétique 


(au sens de 7) la loi de | 2 
commande optimale diffère $0 100 150 200 250 300 
notablement de la loi éta- D. der 
gée. Cette différence varie g. 10.9. Variation de l'erreur de calcul ap- 


avec le temps. Pour un proche de Z en fonction de la distance angu- 

temps de vol de 150 jours aire ® du vol cn CISetlen de Mars et de 

le gain en énergie de la cas 

commande optimale en com- 

paraison avec la commande étagée est de 9,2 % si f-Æg et de 

15,5 % si f = g. Pour un temps de vol de 350 jours, le gain est de 

39,4 % et de 51,5 % respectivement. La commande étagée est 

sensiblement plus avantageuse pour f =£ g que pour f = g. 
L'analyse du calcul exact des vols Terre-Mars en commande étagée 

(voir les tableaux 10.2, 10.3) montre que 7 passe par un minimum 


Tableau 10.4 


Loi optimale f=8 {RE 

1), I, [11-1601 tan. 
deg | Ti es m1/53 — 5" 100% m°/53 — "5 100% 
128 | 150 85,0 98,2 15,5 93,8 9,2 
152 | 200 21,4 25,4 18,7 24,1 12,6 
176 | 250 7,5 8,71 16,1 8,69 15,9 
203 | 300 4,2 5,4 28,6 5,0 19,0 
232 | 350 3,3 5,0 51,5 4,3 39 ,4 
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en 7 pour une date de départ fixée. Ce minimum présente un certain 
palier, ce qui permet de varier le temps de vol dans des limites assez 
larges (de l’ordre de 200 jours) sans que 7 change excessivement (la 
« fenêtre de tir »). On remarque en outre, en analysant les tableaux 
10.2 et 10.3, que ce minimum est atteiut pour un temps de vol 
suffisamment prolongé (530 j pour f = g et 500 j pour f # g). 

Notons en outre que pour f = g le minimum de 7 peut être 
atteint sur des trajectoires sans phase passive (tableau 10.3). 

Il en est tout autrement pour une trajectoire optimale. Le calcul 
exact montre qu'en trajectoire optimale le minimum de Z/ ne peut 
être atteint pour aucun 7. Plus T est grand, moins J est élevé (et plus 
est grand le nombre des révolutions qu'on sera obligé de faire autour 
du Soleil suivant la spirale). Pour T — on a 7 —+ 0. Comme quoi 
on pourrait économiser très sensiblement sur le combustible si la 
vie humaine n'était pas si courte. 

En terminant ce n°, indiquons que la méthode approchée de la 
trajectoire de transport permet de réduire la durée des calculs dans un 
rapport de sept à dix en moyenne en comparaison avec le calcul 
exact. C’est un avantage indéniable lorsqu'il s’agit de calculer des 
séries répétitives de trajectoires. 


11. Représentation des résultats du calcul 
des trajectoires par séries 


Quand on a beaucoup de trajectoires à calculer, il y a intérêt 
à donner aux résultats du calcul une forme graphique suffisamment 
claire, afin de faciliter le choix des trajectoires à caractéristiques 
requises. 

Comme paramètres fondamentaux prenons les instants initial t, 
et final #, de la phase de vol entre les sphères d'influence des planètes. 
On demande toujours qu'à l'instant de sortie de la sphère d'influence 
la vitesse de l'engin par rapport à la planète soit nulle. 

Pour représenter les résultats des calculs, prenons le plan £,, t, 
[10.2, 10.3]. Il est commode de tracer dans ce plan différentes familles 
de courbes d’égales caractéristiques (fig. 10.10), par exemple les 
courbes d’ébales accélérations de poussée ou d’égales consommations 
de propergol. À chaque voyage « aller » correspond un point (é£,, £.) 
du plan. Ce point est situé au-dessus de la bissectrice du premier 
quadrant puisque {, > t,. La valeur de l'accélération de poussée 
nécessaire pour le vol donné (ou la valeur de 7) est représentée par 
la courbe qui passe par le point. 

La bissectrice correspond aux vols à vitesse infiniment grande. 
En marquant pour les voyages « retour » l'instant de commencement 
du vol f{ en ordonnées et l'instant de fin du vol { en abscisses dans 
le même plan, on obtient pour les voyages « retour » des points situés 
au-dessous de la bissectrice, car {2 > ti. 
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Fig. 10.10. Courbes d'égales caractéristiques du vol vers Mars. En trait plein, 
courbes des accélérations maximales égales (en mm/s°); en trait interrompu, 
courbes des valeurs égales de Z (en m/s) 


Pour qu'un couple de points (£,, ta), (£1, 2) puisse représenter un 
vol aller et retour, il faut qu'il y ait {£{ => to, la différence t; — t, 
indiquant la durée de séjour près de la planète d'arrivée. La diffe- 
rence Ts — ts — t, représente évidemment la durée totale de la 
mission. 

Représentons les résultats du calcul de l'intégrale Z dans le plan 
t, t, sous la forme des courbes de 7 = Cte. Proposons-nous en plus 
de construire les courbes d'égales valeurs maximales de l'accéléra- 
tion de poussée. 

En analysant les courbes tracées dans le plan f,, {., on arrive à 
cerner l’ensemble des trajectoires des voyages vers des planètes, ainsi 
que des trajectoires qui prévoient le retour à la Terre. 

A titre d'exemple, nous avons tracé sur la figure 10.10 les courbes 
de fmax — Cte et de Z = Cte pour les voyages vers Mars en 1964-1966 
(les dates ne doivent pas nous étonner: il ne s’agit que d’un exemple). 
Dans les travaux [10.2, 10.3] des courbes analogues ont été tracées 
dans le plan #,, &, pour les voyages vers Vénus et vers Jupiter. 
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Nous donnons ci-après quelques tableaux qui résument les caracté- 
ristiques des trajectoires les plus intéressantes des voyages qui au- 
raient pu étreeffectués en 1964-1965. Ces caractéristiques ont été déga- 
gées justement de l'analyse des courbes de 7 = Cte, fa, — Cte 
dans le plan f,, t,. Les tableaux 10.5. 10.6 et 10.7 contiennent les 
caractéristiques des vols en direction de Mars, de Vénus et de Jupiter 
respectivement, toujours avec retour à la Terre. La première colonne 


Tableau 10.5 


Quelques caractéristiques du voyage aller-retour 
le plus bref en direction de Mars 


I II TII IV 
fmax: Mm/s? dép Ty, J Lire M?/S3 ls, m?/s5 
1 20.X1.1964 564 13.5 18,7 
2 20.X11.1964 470 31 47 ,4 
5 3.1.1965 330 170 196 
10 6.11.1965 236 500 550 


indique la valeur de l'accélération de poussée maximale fm2, pour 
le vol donné; la deuxième, la date du départ f{p; la troisième, la 
durée totale du vol T>; (en jours), compte tenu du temps nécessaire au 
freinage dans la sphère d'influence de la planète (jusqu'à une orbite 
circulaire d'altitude À — 300 km pour Mars et Vénus et d'altitude 


Tableau 10.6 


Quelques caractéristiques du voyage aller-retour 
le plus bref en direction de Vénus 


I I] III IN V 
fmax’ mm /s? tdép Ts, j Tayre m°/53 I, m°/s3 

3 4.V .1964 490 45 84 

5) 1.1X.1964 340 125 185 

10 9.1.1965 200 350 454 


égale à la hauteur d'Amalthée, cinquième satellite de Jupiter. pour 
Jupiter) et à la mise en vitesse pour le retour; la quatrième colonne 
contient la valeur de l'intégrale 7 = 7,,, nécessaire au vol entre les 
sphères d'influence des planètes, aller et retour, et la cinquième, la 
valeur totale de l'intégrale 7? —.7+ nécessaire au vol. compte tenu de 
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Tableau 10.7 


Quelques caractéristiques du voyage aller-retour 
en direction de Jupiter 


I II III IV V 
max Mm/S° tdép Ts. | Tar, ME/83 Is, m?/s3 

2 2.VII.1965 1090 85 178 

3 21.VI11.1965 1000 135 275 

9 10.X.1965 890 320 962 


l'énergie nécessaire au freinage et à la remise en vitesse pour le 
retour. On calcule sans peine cette énergie d’après les caractéristiques 
connues du freinage et de la mise en vitesse (voir parexemple le septiè- 
me essai de notre livre). 

En regardant les tableaux 10.5-10.7, on voit qu'avec une accélé- 
ration maximale de 2 à 3 mm/s°, le voyage aller-retour vers Mars et 
vers Vénus dure à peu près dix-huit mois et vers Jupiter, dans les 
trois ans. Une mission de dix-huit mois vers Mars est envisageable 
même avec fmax — 1 mm/s?. 

Les trajectoires optimales présentent une particularité intéres- 
sante : les courbes de J et de fa, dans le plan £,, &, accusent un mini- 
mum aigu pour une certaine date de départ, la durée du vol étant 
fixée. En effet, le lieu géométrique des points des durées de vol 
égales 7, est une droite parallèle à la bissectrice du premier quadrant 
dans le plan f,, f,. Cette droite coupe certaines courbes d'égales 
caractéristiques en deux points, ce qui veut dire que le voyage de 
durée T, donnée est possible (avec la valeur donnée de 7) avec deux 
dates de départ. Une seule courbe 7 — 7, est tangente à la droite 
lo — 1 = To; elle correspond précisément à la plus petite valeur 
de 7 pour le vol de durée T, et la date de départ correspondante est 
optimale. Les dates de départ optimales sont groupées entre octobre 
1964 et janvier 1965, ce qui est clairement visible sur la figure 10.10. 

Pour 7 << 1, le vol de durée T, est impossible (les courbes corres- 
pondantes ne rencontrent pas la droite &, — t, = T;). La variation 
de l'intégrale Z en fonction de la date de départ pour la durée donnée 
du voyage Terre-Mars, représentée sur la figure 10.11, est tirée 
de l'ouvrage [10.7] des chercheurs américains W. G. Melbourne et 
C. G. Sauer qui ont résolu le problème aux limites pour les équations 
exactes (10.5.1) du mouvement optimal par des méthodes numé- 
riques. La figure 10.11 est extrêmement intéressante, car elle donne 
des « fenêtres detir» possibles largement échelonnées (sur quatre ans) 
et révèle deux familles de trajectoires pour ce délai de quatre ans. 
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On voit par exemple que les dates de départ optimales ont lieu en 
janvier-avril 1969 et en mars-juillet 1971. 

Les points d'intersection (aux environs de septembre-octobre 
1970) des courbes des deux familles qu'on voit sur la figure 10.11 
correspondent à des trajectoires curieuses qui définissent une solu- 
tion non unique du problème aux limites. En effet. tous les para- 
mètres sont les mêmes en ces points: la date de départ, la durée du 
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Fig. 10.11. Variation de J en fonction de la date de départ et de la durée du vol 
(mission Terre-Mars) 


vol (donc aussi les valeurs initiales et finales des coordonnées et 
des vitesses), la valeur de l'intégrale Z... Seules diffèrent les com- 
mandes, ce qui veut dire que des trajectoires différentes sont possibles. 
Une telle solution non unique du problème aux limites est illustrée 
à titre d'exemple sur la figure 10.12. La durée du vol est de cinq 
mois dans les deux cas, mais la première trajectoire fait une boucle 
entourant le Soleil (distance angulaire ® — ®, + 360° > 360°) et 
la seconde non (la distance angulaire ®, est faible, inférieure à 90°). 

Les cas où le problème aux limites admet une solution non uni- 
que reviennent périodiquement, tous les 2 ans et 3 mois à peu près. 
Les dates de départ optimales se suivent avec la même périodicité. 
N'importe quel voyage en direction de Mars est caractérisé par la 
même période, et pas seulement les vols à faible poussée: un tel 
délai, de 2 ans et 34 jours à 2 ans et 80 jours, sépare les instants où 
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la Terre et Mars occupent les mêmes positions par rapport au Soleil... 

Connaissant la valeur de l'intégrale 7 nécessaire à un vol donné, 
on peut calculer à l’aide de la formule (10.25) le rapport de la masse 
finale à la masse initiale. A cet effet, on se donne une masse initiale 


Fig. 140.12. Deux trajectoires différentes Terre-Mars ayant la même date de départ 
et d’arrivée et la même consommation de propergol 


m, et une puissance W du propulseur. La puissance du propulseur est 
limitée et dépend de son poids, lequel intervient à son tour dans m,: 
on comprend que l'analyse des charges à emporter représente un 
problème à part. Il est traité dans le livre déjà cité [10.4] de G. Grod- 
zovski, Iou. Ivanov et V. Tokarev. 


12. Les corrections des trajectoires interplanétaires 


Nous avons été témoins de toute une série de vols de stations 
automatiques en direction de Vénus, de Mars et d’autres planètes. 
Les trajectoires de ces vols étaient proches des képlériennes, car elles 
étaient réalisées par inertie, les propulseurs à l'arrêt. Or, au 
moment du lancement, on commet inévitablement des erreurs en 
«injectant» la station, ce qui fait que des perturbations mal 
connues peuvent s’accumuler au cours du voyage. En résultat 
la station interplanétaire parcourt le plus souvent une trajectoire 
légèrement différente de celle qui était prévue ; une correction s'impo- 
se donc, sinon l'engin risque de manquer son point d'arrivée. La 
correction s'opère en faisant fonctionner le moteur-fusée pendant 
une durée strictement limitée. Une foule de questions se posent alors: 
à quel moment faut-il mettre à feu le moteur? pour combien de 
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temps? une seule fois ou plusieurs ? où diriger la poussée? Et la 
question essentielle: comment réaliser la correction au prix de la 
plus petite dépense de propergol ? On sait que la station n’emporte 
que très peu de propergol; il est donc important d'en user à bon 
escient. 

Il ne faut pas oublier en outre que les réponses aux questions 
posées dépendent de la trajectoire réellement suivie dont les para- 
mètres sont mesurés imparfaitement et ne sont donc jamais connus 
avec précision. D'autre part. on n'arrive jamais à mettre à feu Île 
moteur à un instant précis. On comprend donc que la théorie des 
corrections des trajectoires interplanétaires est assez compliquée. 
Elle s’est construite et continue à se développer, grâce aux contri- 
butions de nombreux chercheurs. 

Nous nous bornerons à décrire ici un problème de correction sim- 
plifié, considéré sous une forme plus générale par A. Platonov dans 
son travail [10.8]. 

Il est logique de décrire le mouvement suivant la trajectoire 
réelle en termes d'écart de la trajectoire nominale, au moyen de 
l'équation vectorielle linéarisée du mouvement que nous avons déjà 
étudiée (10.6.3). Nous simplifierons encore plus cette équation en 
négligeant les perturbations gravitionnelles de la trajectoire, c'est-à- 
dire le terme A,p. L'expérience montre qu’on peut le faire sans 
risquer de fausser exagérément les résultats des calculs : en revanche, 
cela permet de mettre en relief les particularités qualitatives de la 
manœuvre correctrice. Les équations en question deviennent donc 


V=l r= \. (10.12.1) 


Quant au problème de correction. il se pose ainsi : on demande qu'à 
l'instant final du vol ? — T les coordonnées r et les vitesses V pren- 
nent des valeurs nominales, respectivement r, et V, et que la com- 
mande du vecteur f garantisse le minimum de la fonctionnelle S 


(10.2.3). : 
Admettons que f soit borné en module, 
—a L'|F|< +a. (10.12.2 
Ecrivons la fonction de Pontriaguine pour le cas considéré : 
Be = —| {| + pyv-f + ww: V, (10.12.3) 
ainsi que les équations du système associé de variables +, %,. : 
be = 0, y = —Vr. (10.12.4) 


Pour que la loi de commande soit optimale, il faut que la fonction 5Z 
passe par le maximum suivant la commande de f. Cela a lieu quand 


f1=0 si fhvi<1, 


9 
[fl=a, f=aÿ si lhvl> 1. be) 
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Les formules (10.12.5), dans lesquelles & est une quantité scalaire 
constante arbitraire, définissent la loi de la correction optimale. 
Le moteur ne sera mis à feu que pour | v (é) | > 1, le module de 
l'accélération de poussée étant maximal et sa direction confondue 
avec celle du vecteur #+v. Remarquons que les équations (10.12.4) 
se laissent facilement intégrer et donnent une dépendance explicite 


vu () = —prt + Y\, (10.12.6) 


d'où 
lhv ()1=V m2 + 2nt +, (10.12.7) 
me (gel, =, = pt. 


La nature de la dépendance (10.12.7) montre aussitôt que la 
valeur de | by (t) | dans un intervalle temporel fermé [t,, T1] peut 
devenir supérieure à l’unité (|#v | > 1) en deux phases tout au 
plus, dont la première se situe au commencement et la seconde en 
fin du vol. Nous pouvons en tirer une conclusion curieuse : le problème 
ainsi posé, él y a tout au plus deux phases actives de correction optimale, 
dont la première commence à l'instant initial t, et la seconde se termine 
à l'instant final T du vol. 

Dans les conditions favorables une de ces phases peut disparaître, 
et quand les conditions sont défavorables (la trajectoire présente des 
écarts importants dès le début), les deux phases se réunissent, et l’on 
se voit obligé de laisser le propulseur en marche pendant toute la 
durée du vol. 

Remarquons en outre qu’en vertu de (10.12.5) et (10.12.6) les 
composantes de l'accélération de poussée fournie par le propulseur 
en cas de commande optimale présentent une variation linéaire dans 
le temps. Pour définir la loi concrète de la commande de l’accélé- 
ration de poussée, on doit exprimer les vecteurs 47, #+ en fonction 
des conditions aux limites r,, rs, V,, V, du problème pose. 

On trouve dans [10.9] une liste des travaux consacrés aux problè- 
mes de correction des trajectoires. 


20—0262 


ONZIÈME ESSAI 


MOUVEMENT RELATIF DES CORPS EN ORBITE 


I] était mort, oui! Mais il ne pouvait tomber, 
Entré dans les circuits du mouvement planétaire. 
Une gueule béante le guettait en bas, 
Mais les forces d'attraction étaient trop faibles. 
Le firmament était percé de rayons, 
De rayons divinement froids. 
Incorruptible il volait en avant, 
Regardait les étoiles de ses yeux morts. 


N. Goumiliov 
L'aigle 


1. Deux satellites sont en orbite 


Chacun se déplace par rapport à la Terre. Ce déplacement est 
connu. Mais comment les satellites se déplacent-ils l’un par rapport 
à l’autre ? Il faut absolument connaître ce mouvement, par exemple, 
dans le problème du rendez-vous spatial de deux objects. 

Deux satellites sont reliés par un câble. De quelle façon leur 
mouvement relatif en est-il affecté ? 

Le cosmonaute s’est séparé de son vaisseau. Il est attaché au 
vaisseau par un cäble ou un filin. Ce filin n’est pas du tout superflu : 
en vertu des lois de la mécanique céleste, le cosmonaute restera iné- 
vitablement en arrière de la station orbitale ou la dépassera, avec les 
mêmes conséquences (voir l’épigraphe). Mais comment se déplacera- 
t-il par rapport à la station au bout d'un filin? 

Toutes ces questions (et beaucoup d’autres semblables) font 
partie de la classe des problèmes sur le mouvement relatif des objets 
spatiaux, tels que les satellites, les cosmonautes, les sections de 
stations orbitales, reliés l’un à l’autre par un lien non rigide. 

Nous commencerons notre analyse du mouvement relatif par le 
cas du mouvement libre de deux points matériels l’un par rapport à 
l’autre. On peut supposer, par exemple, que l’un des points soit la 
station orbitale et l’autre le cosmonaute. Tant que le filin reliant 
le cosmonaute à la station n’est pas tendu à l'extrême, on peut admet- 
tre que le cosmonaute se déplace librement. Une fois le filin tendu, 
la station commence à éprouver la réaction de liaison. Une force de 
même intensité mais de sens inverse s’applique au cosmonaute. 
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Considérons d’abord le mouvement orbital de deux points maté- 
riels reliés par un fil avant de passer à leur mouvement libre. Le 
mouvement d’un système de deux points matériels reliés par un fil 
flexible inextensible sans masse, appelé grappe de deux corps, a été 
analysé dans les travaux [11.1, 11.2] de V. Béletski et E. Novikova. 

Soient, d’après [11.1], m,, m les masses des points matériels et 
ro, r leurs rayons vecteurs géocentriques. Supposons que les points 
soient reliés par un fil flexible inextensible sans masse de longueur / 
(fig. 11.1). Il doit y avoir alors, pendant le mouvement, l'inégalité 


[r—ri<E (11.1.1) 


ou condition de liaison. Autrement dit, la distance entre les points 
n’est jamais supérieure à la longueur du fil. On peut alors exprimer 
les équations vectorielles du mouvement 
sous la forme d'équations de Lagrange de 
première espèce. 

Expliquons la signification de ce terme. 
Soit un système de r points matériels de 
coordonnées Zy, Y, Zx, Soumis à des liaisons 
parfaites unilatérales 


Î; (Z:, YU» AT + Tns Un) Zn) < 0 
= 1,2;:::, 1m): (a) 
Les équations du mouvement 


d°x £ Q Ô0f; | 
My pee = Avt DM: | 
j=1 
m 
d?y 0f}; 
m, TC = Y,+ > à; dy ? (b) 
j=1 
m 
d'zy _, 0j | 
My = Zy+ D 2er 
j=1 


(W=1, 2 2:52) 
de Fig. 11.1. Grappe de 


s'appellent équations de Lagrange deux corps en orbite 


première espèce et définissent le mouve- 
ment d'un système de points matériels de masses »m, dont 
chacun est soumis à une force de composantes X,, Ÿ,, Z,; de sur- 
croît les points du système sont soumis aux liaisons indiquées. Le 
multiplicateur de Lagrange À, est toujours nul, sauf si la liaison f}; 
est tendue (égalité stricte), auquel cas on a obligatoirement À; < 0. 
Si, au contraire, la liaison f; n’est pas tendue (inégalité stricte), le 
multiplicateur de Lagrange correspondant est À; — 0. Les 3n équa- 
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tions du mouvement, associées aux m inéquations des conditions du 
mouvement gêné, définissent 32 + m inconnues, à savoir 3n coordon- 
nées Z,, Yy, Z, et m multiplicateurs de Lagrange À}. 
Pour le problème considéré les équations de Lagrange de première 
espèce s’écrivent sous forme vectorielle 
a ml 
mr + . 


= — 2h (r—r,), 
(11.1.2) 


CE Mall a LL 
Mao t es =2A(r—r). 
[2 


Elles tiennent compte de l'attraction newtonienne de chaque point 
en direction du centre de la Terre. Les seconds membres des équations 
représentent la réaction de liaison. Le multiplicateur À reste à dé- 
terminer. 

Si le mouvement est libre, on a dans (11.1.1) l’inégalité stricte: 
on pose alors À = 0 dans (11.1.2). Si le mouvement est gêné, on a 
dans (11.1.1) l’égalité stricte et l’on pose À O0 dans (11.1.2). 

Nous voulons déterminer le mouvement relatif des points m et m.. 
Considérons leur mouvement par rapport à leur centre de masse 
commun. On doit évidemment connaître le mouvement de ce centre, 
qui n'est pas képlérien en général. Pour s’en persuader, il suffit 
de se livrer en pensée à une petite expérience. 

Soient deux points matériels libres de même masse qui partent 
d'un même point de l’espace, l’un suivant une orbite circulaire, 
l’autre suivant une très proche orbite elliptique tangente à la pre- 
mière. Puisque les périodes de révolution sont très peu différentes, 
il faut un assez grand nombre de révolutions pour que les points 
matériels se trouvent à une distance sensiblement égale du centre 
d'attraction et que l'écart angulaire de leurs rayons vecteurs soit 
voisin de 180°. A cet instant le centre de masse du système se con- 
fondra évidemment à peu près avec le centre d’attraction, alors qu’à 
l'instant initial il se trouvait au point de contact des orbites. On 
comprend aisément que le rayon vecteur du centre de masse du 
système n’a pas seulement beaucoup changé en module mais qu'il a 
décrit un nombre assez grand de révolutions autour du centre d'attrac- 
tion. Cela veut dire que dans l'intervalle de temps considéré la 
trajectoire du centre de masse est spirale (avec bien sûr des modula- 
tions locales le long de la spirale). Dans un intervalle de temps infi- 
niment prolongé la trajectoire a la forme d'une spirale pulsante, le 
module du rayon vecteur du centre de masse tantôt diminuant jus- 
qu’à une valeur très petite, tantôt redevenant presque égal à sa valeur 
initiale. 

Or, dans le problème considéré, l’analyse se trouve grandement 
simplifiée par la circonstance suivante. Il est logique de supposer 
que la distance maximale / entre les points est toujours petite devant 
les distances r, r, des points au centre d'attraction, si bien que 
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Ur € 1, Ur, & 1. On peut affirmer alors, sans risque d’erreur no- 
table, que le centre de masse du système parcourt une orbite képlé- 
rienne. Montrons-le. A cet effet, désignons le rayon vecteur du centre 
de masse par KR. Il vient 

R—" mere, (11.1.3) 


m+mMma 


Soit m + m, — M; il vient alors de (11.1.2) 
MR+p(T+ Tee eu 
r—R+p, ee. 
Ici p et p, sont les rayons vecteurs des points m, m, issus de leur 


centre de masse commun. Puisque o <leto,<l,onap<ret 
Da ÉTas doùr&r,=&R et 


(11.1.4) 


P p 11 1 = 
R 1, “rl. (11.1.5) 


Développons la parenthèse de (11.1.4) suivant les puissances des 
petites grandeurs (11.1.5) et gardons dans le développement les seuls 
termes petits d'ordre inférieur ou égal à 2. Au lieu de (11.1.4), nous 
obtenons l’équation 


MR+ EE REF, (11.1.6) 
où 
F=F,+E, 
== ap R. R -; 3u 
1 R? { (mp + m,pa)} TRS (MP + MmoPa); 
- {KR p\° 
Er ptn((t)-5(5.$)]+ | (114.7 
Pa \*_=[R Pa \? 
+me[(4) SE)  L 
3 3 E 
FE PH (R, pe)-Pa. | 
Par définition de ii et (11.1.4), 
Pa (rar); 
/ (11.1.8) 
Dome Le fo): 
MaPa + mp = 0. (11.1.9) 


Si l'équation (11.1.6) ne contenait pas la force perturbatrice F, 
elle donnerait un mouvement képlérien pour R ({). La présence de F 
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« compromet » le mouvement képlérien. Or, nous voyons d’après 
(11.1.9) que, dans la décomposition (11.1.7) de la force F, les termes 
du premier ordre de petitesse sont identiquement nuls, F, = 0. 
Le terme dominant dans F est donc du second ordre de petitesse par 
rapport aux quantités (11.1.5) (il est défini par la formule (11.1.7) 
pour F.). Par conséquent, | F | est extrêmement petit devant le terme 


dominant ss R | _ HE de l'équation (11.1.6). On a donc très 
exactement (à des effets du second ordre de petitesse près) 


R+H-R=— 0. (11.1.10) 
Autrement dit, le centre de masse du système suit une orbite képlé- 
rienne. 


2. Equations du mouvement relatif 


Ainsi donc, nous avons mis le problème sous sa forme restreinte 
la plus usitée: on demande d'analyser le mouvement d’un système 
par rapport à son centre de masse qui se déplace suivant une orbite 
képlérienne donnée. 

Puisqu’on a d’après (11.1.8) 


Mo 


p= ——<p.. (11.2.1) 


il suffit de considérer le mouvement d’un point isolé quelconque, 
par exemple du point m, (le cosmonaute) ; le mouvement de l’autre 
point (la station orbitale) se définit alors par (11.2.1). Remarquons 
que si m,/m & 1 (la masse du cosmonaute est très inférieure à celle 
de la station), on a (à la limite pour m, — 0) | p | — 0, si bien que 
le mouvement du point m, par rapport au centre de masse du système 
(m,, m) se confond presque avec le mouvement de m, par rapport 
à m. 

Le mouvement est soumis à la contrainte (11.1.5) qui reste 
invariable dans le temps à cause de la liaison (11.1.1): en analysant 
le mouvement relatif, il est donc logique de considérer seulement 
les équations pour de petits écarts par rapport au centre de masse 
du système. 

A cet effet, proposons-nous de linéariser les équations (11.1.2) 
en p et p.. Nous le ferons facilement en divisant la première équa- 
tion (11.1.2) par m, la seconde par m, et en les retranchant l’une de 
l’autre. Il vient 


artu(E—e)+o2ar (+ )=0; 


Ar=r—r,e 


| (11.2.9) 
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En linéarisant cette équation en Ar compte tenu de la relation 


Âr — — p. 
tirée de (11.1.8), on obtient 
. 3 PE 
Pa + Pa — 25 R(R, Pa) = AaPar (1.2.3) 


À = 07e 

RO mm 
est un nouveau multiplicateur inconnu. Au lieu de (11.1.1), la 
liaison se définit alors par l’inégalité 


mi 
Pa yEme ! (11.2.4) 
et il doit y avoir en mouvement gêné À, << (0. 

C'est l'équation vectorielle (11.2.3) qui, associée à (11.2.4), décrit 
le mouvement d’un point de masse m, (le cosmonaute) par rapport 
au centre de masse du système des points m, m, (la station orbitale + 
le cosmonaute). Dans l'équation (11.2.3) KR (f) est une fonction 
connue du temps définissant la trajectoire képlérienne du centre 
d'inertie du système. L'équation (11.2.3) est elle-même un cas par- 
ticulier des équations linéaires déjà connues [11.2] qui définissent 
le mouvement en coordonnées de transport (voir le dixième essai). 

Nous passons maintenant à l’examen du mouvement libre d'un 
point », par rapport au centre de masse du système des points m, me. 


On doit poser alors z, = 0 dans (11.2.3). La situation se présente 
ainsi: un cosmonaute s'est séparé du vaisseau sans y être attaché 
par un filin et sans avoir de moteur-fusée autonome. Que va-t-il 
lui arriver? 


3. Mouvement libre du cosmonaute 
par rapport à la station orbitale 


Pour simplifier les choses, supposons que le centre de masse du 
système se déplace suivant une orbite circulaire et que le mouve- 
ment du cosmonaute se produit dans le plan de cette orbite. La 
masse du cosmonaute étant négligeable devant celle du vaisseau, 
nous ne ferons aucune distinction entre le centre de masse du vais- 
seau et celui du système vaisseau + cosmonaute. 

Associons au vaisseau un système de coordonnées OnEË d'origine 
O en son centre de masse et dont les axes On, OË, OË sont orientés 
en permanence suivant le rayon vecteur de l'orbite du satellite, 
la transversale et la normale au plan de l’orbite respectivement. Pour 
l'orbite circulaire de la station et le mouvement plan du cosmonaute, 
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les coordonnées courantes n, ë de ce dernier vérifient les équations 
n'—25 —3n =0, E +2n = 0. (11.3.1) 


Ces équations se déduisent facilement comme un cas particulier 
de l’équation vectorielle (11.2.3). Les apostrophes dans (11.3.1) 
signifient la dérivation par rapport au temps sans dimension t — 
= &yl, Où w, est la vitesse angulaire de mouvement du centre de 
masse du satellite en orbite. Les équations (11.3.1) ne s'appliquent 
au mouvement du cosmonaute que lorsque le filin n’est pas tendu: 
on dit que le mouvement du cosmonaute est libre. Examinons ce 
mouvement. Les équations (11.3.1) se prêtent facilement à 
l'intégration. On obtient comme solution 


n= 20, +csint+cs cost, | 


; L 2 
Ec,—3cit+2c cos T—2c,sint, ere) 


où les constantes arbitraires c,, ©, C3, c, se laissent définir en fonction 
des données initiales (pour t — 0) du problème de la façon suivante: 


C1 = 20 + Ed: Co = NO: Ca = —3no — 266, Cy = Eo — 200. (11.3.3) 


Pour mettre en évidence l'allure de la trajectoire du cosmorraute, 
remarquons que les coordonnées n (t), & (t) et le temps T sont assujet- 
tis à vérifier la relation 

(n— 20)" # 
+ 
tas _. 

Fac 


(11.3.4) 


facile à déduire de (11.3.2). 
On suppose que l’une au 
Stellite à moins des constantes c,, C3 


Fig. 11.2. Le cosmonaute animé d'un mouve soit distincte de zéro, sans 
ment uniforme s'éloigne du satellite us comme on le voit 
d’après (11.3.2), le cosmo- 


naute, animé d’un mouvement uniforme, s’éloignera de la station le 
long de l’axe OË, c’est-à-dire suivant la tangente à l'orbite (fig. 11.2). 

Il est bon de rappeler que nos équations linéaires (11.3.1) sont 
approximatives: en toute rigueur, le cosmonaute et la station par- 
courent tous les deux des orbites elliptiques voisines, et les équations 
(11.3.1) ne décrivent le mouvement relatif que dans un voisinage 
restreint de la station orbitale, c’est-à-dire tant que la distance entre 
le cosmonaute et la station reste faible devant l'orbite du vaisseau. 

On voit de (11.3.3) que le cosmonaute s’éloignant de la station 
orbitale n’est animé d’un mouvement libre et uniforme qu’en l’absen- 
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ce de toute vitesse initiale dirigée le long du rayon vecteur du vais- 
seau (c’est une condition nécessaire mais non suffisante; il faut 
qu'il y ait en plus c; = 0). 

Revenons à la formule générale (11.3.4) et considérons d’abord 
le cas où le cosmonaute effectue des mouvements périodiques. De 
(11.3.2) et (11.3.4), on voit 
que ce cas n’est possible que 
pour c, =. La période des 
mouvements de cette natu- 
re coïncide avec la période 
de révolution de la station 
orbitale, et les mouve- 
ments eux-mêmes se produi- 
sent suivant une ellipse dont 
le centre est au point 
n*=0, E*—c,, le de- 
mi-petit axe est parallèle à Fig. 11.3. Le cosmonaute en mouvement 
l’axe On et égal à Ve + ci BÉHOSEUS 
et le demi-grand axe est deux fois plus long (fig. 11.3). Il est pos- 
sible en particulier que le cosmonaute reste « suspendu » au point 
n = 0, £ = E, si, à l’instant initial, il se trouvait en ce point et 


1 : 


[Si] est rettt [Ci] est 2rand 


Fig. 11.4. Schéma du mouvement libre du cosmonaute par rapport à la station 
dans le cas général 


était immobile par rapport au satellite ; en ce cas le cosmonaute est 
animé par rapport à la Terre d’un mouvement qui suit la même 
orbite que la station (mais se trouve en un point différent de l'orbite). 
Il importe de noter cependant que l’état « suspendu » du cosmonaute 
et, en général, ses mouvements périodiques par rapport à la station 
sont instables; il suffit de modifier les données initiales de façon à 
avoir c, 0 (même avec | c, | aussi petit que l’on veut) pour que 
toute périodicité cesse et le mouvement se trouve ramené à sa forme 
générale. 

Dans le cas général la superposition du mouvement uniforme 
(fig. 11.2) et du mouvement périodique (fig. 11.3) donne un mouve- 
ment dont on voit la trajectoire sur la figure 11.4. La relation (11.3.4) 
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montre que c’est une ellipse de demi-axes V c4 + c3 et 2Vci + ci 
allongée suivant l’axe OË. La coordonnée n* du centre de l’ellipse 
reste fixe, n* — 2c,, tandis que la seconde coordonnée E* du centre 
de l’ellipse se déplace uniformément le long de l’axe OË: E* — 
= C, — 3c,t. De la sorte, pendant que le cosmonaute suit une por- 
tion de l’ellipse. celle-ci a le temps de se déplacer dans l’espace sui- 
vant l'axe OË. 

Sauf exception. s’il n’est pas attaché à la station orbitale, le 
cosmonaute n'a donc aucune chance de regagner son vaisseau. Après 
un bref séjour dans le voisinage de la station, il s’en éloignera peu à 
peu, dépassé par le vaisseau (ou le dépassant lui-même). Quand la 
station aura fait une demi-révolution, le cosmonaute commencera à 
se rapprocher du vaisseau et passera peut-être même à proximité. 
Mais ce moment d'espoir est fugitif: le perfide mouvement relatif, 
après avoir fait décrire une pirouette au cosmonaute, éloignera de 
nouveau sa victime du vaisseau. 

Le sort du pauvre cosmonaute serait alors déplorable: il devrait 
tourner sans fin autour de la Terre sur sa propre orbite, ayant perdu 
de vue le vaisseau abandonné. Au bout d’une multitude de révolu- 
tions le cosmonaute pourrait théoriquement se rapprocher de nouveau 
du satellite, mais ce sera sûrement trop tard. 

Non, rien ne vaut un bon filin! 


4. Léonov et le couvercle 


Notre analyse du mouvement relatif permet de considérer non 
seulement le mouvement libre du cosmonaute par rapport à la 
station orbitale mais aussi le mouvement libre d’un objet quelconque 
par rapport à un corps quelconque mis en orbite. On peut par exemple 
suivre le mouvement d’un objet jeté (ou perdu) par le cosmonaute par 
rapport au cosmonaute lui-même. 

C'est ce qui arriva, par exemple, lors de la sortie du cosmonaute 
soviétique Alexei Léonov du vaisseau spatial en orbite. Voici un 
extrait du reportage de Pavel Béliaïev et d’Alexei Léonov [11.4]: 


« L...] Zl dévissa le couvercle protégeant la caméra fixée à l'extérieur 
du vaisseau. Où le mettre? En orbite peut-être? Et le cosmonaute le 
lança à tour de bras en direction de la Terre. Le petit objet étincelant 
dans les rayons du Soleil s'éloigna rapidement et disparut bientôt. » 


Il serait édifiant de voir ce qu'il advint du couvercle. En réfle- 
chissant sur ce problème, on passe par plusieurs phases. La première 
est celle de l’'étourderie. Nos habitudes terrestres nous portent à 
croire qu’un objet lancé en direction de la Terre finira par y tomber 
tout simplement. 

En deuxième phase on se sent pris de doute: le cosmonaute se 
déplace par rapport à la Terre avec une vitesse vertigineuse, à environ 
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huit kilomètres par seconde! Quelle est la vitesse que Léonov aura 
pu imprimer au couvercle? Quelqu'un de costaud peut lancer un 
caillou à une vitesse de 15 à 20 mètres par seconde. Pour fixer les 
idées, supposons que la vitesse initiale du couvercle par rapport à 
Léonov soit de 10 m/s. En examinant le mouvement du couvercle par 
rapport à la Terre, on doit faire la somme géométrique de la vitesse 
du cosmonaute par rapport à la Terre et de celle du couvercle par 
rapport au cosmonaute (fig. 141.5). On voit que la vitesse résultante 
du couvercle ne se distingue pratiquement pas, en module et en 
direction, de sa vitesse initiale! Autrement dit, le couvercle se 
trouve simplement mis sur une autre orbite elliptique autour de Ia 


O:bite du cosmonaute 


Vcosm= 8000 m/s 


Orbite du couvercle 


Fig. 11.5. Pour le problème du mouvement du couvercle 


Terre, très voisine de l'orbite du cosmonaute. Est-il donc vrai que 
le couvercle, à en croire le cosmonaute, s’est éloigné rapidement 
en direction de la Terre ? 

Vient logiquement une troisième phase, celle de l'analyse. On se 
rend compte que le reportage ne décrit pas le mouvement du couvercle 
par rapport à la Terre mais seulement l'impression de Léonov! 
Autrement dit, il est nécessaire de considérer le mouvement du 
couvercle par rapport à Léonov. Très bien. Voyons les équations 
(11.3.2) qui définissent la trajectoire du mouvement relatif. Le 
couvercle étant lancé directement vers la Terre, on peut prendre 
comme données initiales n, — Eo = 0, E6 — 0, no 0. Alors, 
comme on le voit de (11.3.3), ©, = c3 = 0, co = no, €, = —2 
Portant ces valeurs des constantes dans (11.3. ) ou dans (11.3. 4), 
on voit que le couvercle décrit une trajectoire périodique par rapport 
à Léonov! (Voir fig. 11.6). 

Si Léonov était resté en dehors du vaisseau pendant une révolution 
complète autour de la Terre, il aurait vu revenir le couvercle directe- 
ment dans ses mains mais du côté opposé par rapport à la Terre. 
(Nous négligeons bien sûr toute une série de facteurs secondaires : 
le mouvement de Léonov au moment du lancement du couvercle peut 
être différent de celui que nous venons d'examiner, les perturbations 
existantes peuvent influencer de façons différentes le cosmonaute et 
le couvercle dans leur vol, et ainsi de suite.) En regardant le dessin 
qui représente la trajectoire du couvercle par rapport au cosmonaute, 
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on se demande si Léonov pouvait effectivement voir le couvercle 
s'éloigner rapidement en direction de la Terre ? 

C'est alors que commence la quatrième phase de la réflexion : 
celle des calculs. Dans le cas considéré la trajectoire se définit para- 
métriquement par les formules 


n = osinTt, & = 2n0 (cos T — 1) — —4n sin* t/2, (11.4.1) 


avec [nn | = v/V & 10 m/s: 8000 m/s = 0,125-10-°, où v est la 
vitesse initiale du couvercle par rapport au cosmonaute au moment 


IConov 


N 


Direction du vol 
de Léonovy par 
rapport à la Terre 


Vers la Terre 


Le couvercle 


Fig. 11.6. Trajectoire périodique du couvercle 


du lancement et V la vitesse du cosmonaute par rapport à la Terre. 
Supposons que Léonov ait pu observer le comportement du cou- 
vercle pendant une minute et demie ({ = 1,5 mn). Alors t = wt — 


= 2x LÀ = 92n 12%, où T — 90 mn est la période de révolution de 


T 90 
Léonov. En degrés t — ou 5 6°. Portant les valeurs numé- 
riques de n, et de + dans la formule (11.4.1), calculons les coordon- 
nées du couvercle par rapport au cosmonaute: n — —0,131-10-*, 
ë — 0,0137-10-. Pour obtenir des grandeurs avec dimension, il faut 
multiplier ces nombres par la distance entre le centre de la Terre 


et le cosmonaute. Soit cette distance R = 6600 km. Alors 1 = À = 


= —865 m, £ — ER = 90 m. Or, la coordonnée n correspond au 
déplacement du couvercle vers la Terre et ë à son déplacement suivant 
la transversale. 

Il est peu probable que l’on puisse suivre à l'œil nu le trajet d’un 
objet minuscule à presque 1 km de distance. Même si c'était pos- 
sible, on aurait beaucoup de difficulté à remarquer la déviation du 
couvercle par rapport à la direction radiale, car cette déviation 
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n'excède pas le dixième (à peu près) de l’espace parcouru. En réalité, 
cet écart transversal est encore plus faible, car il est très probable 
que Léonov ait perdu de vue le couvercle beaucoup plus vite. La 
conclusion est donc la suivante: tant qu'on peut distinguer le cou- 
vercle, on a l’impression qu'il se déplace en direction de la Terre. 
En lançant le couvercle en direction de la Terre, Léonov l'aurait 
tout bêtement vu tomber sur la Terre! 


5. Sonde spatiale 


En analysant le mouvement libre d’un corps par rapport à l’autre, 
nous avons supposé que la distance entre les corps était faible, ce 
qui permettait de faire l'analyse avec des équations linéarisées. 

Il y a cependant des problèmes où l’on est obligé d'examiner le 
mouvement relatif de corps très éloignés l’un de l’autre. Tel est, 
par exemple, le problème de la sonde solaire. Imaginons-nous un 
engin spatial qui, lancé de la Terre, a pour mission d'explorer les 
profondeurs de l’espace avant de rentrer quelques mois (ou années) 
plus tard. Au cours de son vol cette station scientifique automatique. 
appelée sonde spatiale, collecte et emmagasine l'information sur 
l’espace interplanétaire pour la ramener ensuite elle-même à la 
Terre. Une telle trajectoire est-elle réalisable ? De toute évidence, oui. 
Si la sonde parcourt autour du Soleil une orbite elliptique de période 
commensurable avec la période de révolution de la Terre, il est 
naturel que la sonde rencontrera périodiquement la Terre. Par 
exemple, si l'orbite de la sonde a une période d’un an et demi, la 
sonde retournera à la Terre au bout de trois ans. Ce problème, aussi 
intéressant qu’important, se réduit alors à considérer le mouvement 
de la sonde par rapport à la Terre et non par rapport au Soleil. 

V. Egorov a examiné un tel problème dans [11.5]. Les figures 
11.7 et 11.8 que l’auteur en a tirées représentent les trajectoires de 
la sonde spatiale d’abord par rapport à un système de coordonnées 
associé à la Terre en rotation (fig. 11.7), puis en coordonnées absolues 
(fig. 11.8). Une de ces trajectoires a une période de 4/5 de l’année 
dans son mouvement autour du Soleil et passe au plus près du Soleil 
à 108 millions de kilomètres; quant à la distance maximale, elle 
se confond évidemment avec le rayon de l'orbite de la Terre et est. 
donc égale à 149 millions de kilomètres. Quatre années séparent 
un rendez-vous sonde-Terre de l’autre; pendant ce temps la sonde 
fait cinq révolutions autour du Soleil. L’autre trajectoire a une 
période (autour du Soleil) d’un an et demi; la sonde revient à la 
Terre au bout de trois ans. La sonde se rapproche du Soleil à 149 mil- 
lions de kilomètres et s’en éloigne à 242 millions de kilomètres. 

Les sondes spatiales remplissant différentes missions dans l'espace 
peuvent aussi avoir d’autres périodes de révolution, par exemple 
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Fig. 11.7. Deux trajectoires de la sonde spatiale par rapport à la Terre 
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Fig. 11.8. Deux trajectoires de la sonde spatiale par rapport au Soleil 
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3/4 et 2/3 de l’année, ou encore 2 ans, 3 ans, et ainsi de suite. 
Revenons cependant au problème précédent dans lequel un point 
se déplace au voisinage d’un autre. 


6. Boleadoras cosmique 


A présent, nous aborderons directement le problème de dynamique 
d’une grappe de deux corps mise en orbite [11.1, 11.2]. C’est un 
système de deux solides reliés par un filin & parfait » (fig. 11.1). Il 
ressemble au boleadoras argentin dont on se sert pour capturer le 
bétail redevenu à moitié sauvage dans les pampas. Gerald Durrell 
donne une description pittoresque d’une application plus insolite 
de cette arme: 


« Tous les peons avaient sorti leurs boleadoras, et je voyais les boules 
briller aux bouts des cordes qu’ils faisaient tournoyer au-dessus de leur 
tête. Les nandous firent demi-tour tous ensemble et foncèrent en notre 
direction. [...] Le léger sifflement du boleadoras s’amplifia soudain 
pour devenir une sorte de bourdonnement. La corde à boules s'envola 
dans l'air et vint s’enrouler autour du cou et des pattes de l'oiseau, telles 
les tentacules d’une pieuvre. Le nandou fit encore deux pas en courant, 
mais la corde se tendit et l'oiseau tomba par terre en agitant les pattes et 
les ailes. » (G. Durrell, La forêt ivre). 


Nous parlerons dans le texte qui suit du cosmonaute et de la 
station orbitale reliés par un filin ; il convient de se rappeler cepen- 
dant que ce schéma simplifié convient également à d’autres systèmes 
mis en orbite, par exemple à un satellite constitué de deux comparti- 
ments indépendants reliés par un câble. 

Nous n'avons parlé jusqu'à présent que du mouvement libre du 
cosmonaute. Or, l’analyse montre que dans le cas général le cosmo- 
naute s’éloigne inévitablement de la station (à moins de tomber sur 
une orbite périodique, ce qui est peu probable). Au bout d’un certain 
temps il s’en trouve éloigné autant que le permet la longueur / du 
filin. C’est le moment le plus intéressant : l’avenir du cosmonaute 
dépend essentiellement des propriétés élastiques du filin. Supposons 
qu’il soit parfaitement inélastique. Cette hypothèse est essentielle, 
car un filin élastique peut perturber complètement le mouvement du 
cosmonaute. 

Ainsi donc, le cosmonaute s’est éloigné de la station à une distance 
égale à la longueur totale / du filin. Considérons le mouvement du 
satellite à partir de cet instant en supposant que les données initiales 
de ce mouvement soient connues (ne soit-ce que du problème précé- 
dent sur le mouvement libre du cosmonaute). Postérieurement à 
l'instant décrit, on peut s’attendre généralement à ce que le cosmo- 
naute ou bien continue à se déplacer en mouvement libre, ou bien 
commence à parcourir un arc de cercle de rayon / autour du centre 
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de masse du vaisseau. Dans le second cas, on dit que le mouvement 
du cosmonaute est gêné. 

Dans quelles conditions le mouvement libre devient-il gêné? 
Quelle est la nature du mouvement gêné ? Le mouvement gêné peut-il 
redevenir libre et dans quelles con- , 
ditions? Nous tâcherons de ré- te 
pondre à ces questions. 

À l'instant où le cosmonaute 
atteint ua point dela sphère de rayon 
l ou, dans le cas plan considéré, 
un point de la circonférence de rayon 
l (on dit simplement que le cos- 
monaute « atteint la sphère »), la 
composante de la vitesse dirigée le 
ong du filin et orientée dans le 
sens opposé par rapport à la station E 
s'annule par manque d'élasticité Fig. 11.9. Coordonnées polaires 
du filin. Et au contraire, la com- 
posante normale au filin tendu subsiste. On déduit sans peine des 
équations (11.3.1) l’intégrale de la demi-force vive sous la forme 


n?+E'3 — 3n° = h = Cte. (11.6.1) 
Introduisons les coordonnées polaires p, ® de telle sorte que 
n = psin y, = p COS P 11.6.2) 
(fig. 11.9). Traduite en ces variables l'intégrale (11.6.1) s'écrit 
p"2 + p°p'? — 3p? sin° p = À. (11.6.3) 


Dans le mouvement libre du cosmonaute qui prend fin lorsque le 
cosmonaute atteint la sphère, l’énergie À est conservée, si bien qu’à 
l'instant final t, on a 


he = ps" + pis” — 3pt sin? pr = pe" + Pipe — Ps Sin2Pos  (11.6.4) 


où p, = L (l'indice € 0 » correspond aux valeurs initiales des variables 
et l'indice « f » à leurs valeurs finales au moment où le cosmonaute 
atteint la sphère). Comme nous l’avons dit, la vitesse radiale p° 
tombe instantanément à zéro mais la vitesse transversale pq’ est 
entièrement conservée *). Cela signifie que l'énergie passe instanta- 


*) On le démontre rigoureusement en appliquant le théorème de Carnot de 
la variation de l’énergie cinétique dans le choc inélastique. D’après ce théorè- 
me, l'énergie cinétique perdue AT est égale à l'énergie cinétique que le système 
posséderait si on attribuait à ses points les vitesses perdues dans le choc, de 


sorte que . 
2AT = (p°? + p?p3)}, — (p°3 + p?p'?)s = (V1 — V.)2. 
21-0262 
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nément, elle aussi, de sa valeur h;° définie par (11.6.4) à la valeur 
hf° = pipr — 3pfsin?@r, Pr— 1. 


A partir de cet instant le mouvement se produit sur une sphère de 
rayon p = L. Pour déterminer complètement ce mouvement, on doit 
connaître la variation de œ (1); celle-ci est obtenue par intégration 
de l’équation 

p* — 3 sin° o = ,, (11.6.5) 


où À, — hf°’/l?. Obtenue de (11.6.3) pour p” — 0 et p = [, l'équation 
(11.6.5) est l’intégrale de la demi-force vive d’un mouvement analogue 
à celui d’un pendule composé ; elle se prête à l’intégration mais peut 
aussi être résolue analytiquement. 

Or, pour que le mouvement décrit par l’équation (11.6.5) soit 
possible, il faut absolument que le filin soit tendu: à son tour, 
ce cas a lieu seulement lorsque la dérivée p” est strictement positive. 
En effet, puisqu'on a sur la sphère p” = 0, la condition p” > 0 
veut dire que la vitesse radiale tend à croître, c’est-à-dire que le 
cosmonaute tend à quitter la sphère le long du rayon p. Cependant, le 
filin tendu le retient malgré ses efforts, si bien que la valeur de la 
vitesse radiale reste constante (égale à zéro). 

Supposons maintenant que p” << 0; le filin prend aussitôt du 
« mou »! En effet, la condition proposée veut dire que la vitesse 
radiale décroît, donc devient inférieure à 0. En ce cas le cosmonaute 
rentre à l’intérieur de la sphère, car rien ne l’en empêche. On com- 
prend donc à quel point il est important de connaître la valeur de p” 
sur la sphère. Cherchons cette valeur. On a sur la sphère p° = 0 et 

— |. Ecrivons donc, compte tenu de l'équation du mouvement 


(11.3.1), 
_ p"= p'2—2p" + 3sin2. 


Si donc 
p® — 2p° + 3 sin° p > 0, (11.6.6) 
le mouvement est décrit par l’intégrale (11.6.5). Si par contre 
p— 2p° + 3 sin* p < 0, (11.6.7) 


le mouvement «4 se décroche » de la sphère et passe à l’intérieur. 

L'’inégalité (11.6.7) définit donc la condition pour que le mouvement 

devienne libre, tandis que les relations (41.6.5) et (11.6.6) déterminent 

L'indice & 1 » correspond à l'instant antérieur au choc et l’indice « 2 » à l'instant 

postérieur ; de toute évidence p; = 0, ps = 0,p, = p., qi Æ 0, q{est inconnuet 
Vi = pio + PiPitos Vs = PaPaTo = P1Ps To 

où p, et t, sont les vecteurs unités radial et transversal. En calculant lc carré de 


la différence (V, — V.)° et en le portant dans la formule de la Fer’e d'énergie 
cinétique ci-dessus, on s'assure que @; = qp«. 
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Fig. 11.10. Plan de phases: 7, zones du mouvement gêné non évolutif; 2, zones 
du mouvement évolutif (le mouvement gêné le long des courbes intégrales passe 
au mouvement libre à la frontière d’une zone 3); 3, « zones de décrochage » 


le mouvement gêné. 11 est commode d’analyser ces mouvements dans 
le plan de phases æ, q’ (fig. 11.10). Les courbes intégrales (11.6.5) 
représentées sur la figure correspondeni au mouvement gêné. Les 
« zones de décrochage » vérifiant (11.6.7) sont hachurées. Quant au 
mouvement libre dans une « zone de décrochage », il ne peut pas 
être représenté dans le plan de phases œ, ®’, tout d’abord parce que 
le plan de phases du mouvement libre est à quatre dimensions. 

Considérons d'abord les mouvements du cosmonaute pendant 
lesquels il n'entre pas dans la « zone de décrochage » mais reste en 
permanence sur la sphère, le filin tendu. Le portrait de phases 
(fig. 11.10) montre que le cosmonaute peut avoir alors des mouve- 
ments de deux types: un mouvement rotatif (mouvement continu à 
sens unique suivant la circonférence) ou un mouvement oscillant 
autour de la direction du rayon vecteur de la station orbitale (par 
définition de l'angle ®, les valeurs @ = x/2 et ® = 3x/2 signifient 
que le filin est tendu suivant le rayon vecteur de la station; si = 
— 1/2, le cosmonaute est plus éloigné de la Terre que le vaisseau, et 
si o — 31/2, le cosmonaute est plus près de la Terre). Ecrivons les 
conditions dans lesquelles le cosmonaute passe au régime rotatif ou 
oscillatoire sans entrer en mouvement libre. 

Remarquons que, d’une façon générale, les oscillations sont 
séparées des rotations par une courbe (dite séparatrice) passant par 


21° 
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l'origine des coordonnées et correspondant par suite à la valeur 
k = 0 dans (11.6.5). Pour k, > 0 on a une rotation et pour k, < 0 
un mouvement oscillant (nous ne parlons pas encore du & décrochage »). 
En examinant le « portrait de phases » (fig. 11.10), on remarque que 


n n 


Sens de Ja 


révolution 


Dp4%g>0 2) h1 >0,%"<0 
Fig. 11.11. Rotation du cosmonaute (filin tendu) 


le cosmonaute tourne dans un sens unique sans entrer en mouvement 
libre dans les deux cas suivants: 

4° k, > 4 dans le domaine g° > 0; 

2° k, > 0 dans le domaine q << 0. 

Les mouvements du cosmonaute répondant à ces cas sont illustrés 
sur la figure 11.11. La condition du mouvement oscillant « sans 


Fig. 11.12. Oscillation du cosmonaute (filin tend) 


décrochage » est l'inégalité k, << hf, où hf se définit par les condi- 
tions de tangence des courbes: p’? — 3 sin? o — h, — 0 et p'* — 
— 2p° + 3 sin° p = 0. On voit sans peine qu’au point où la courbe 
de phases du mouvement oscillant vient en contact avec la courbe 


délimitant une « zone de décrochage », on a @” = 1/2, sin ® — —1/2, 
donc hi — —1/2. 

Si donc 

3° h < —1/2, 


le cosmonaute effectue des oscillations par rapport à la direction du 
rayon vecteur de la station orbitale sans entrer en mouvement libre 
(fig. 11.12). Il existe évidemment une amplitude maximale des 
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oscillations « sans décrochage ». Elle se déduit de (11.6.5) en posant 
ha = hf — —1/2, pp’ = 0, d'où sin* p = 1/6. Compte tenu de la 
définition de l'angle œ, on s’assure que l’amplitude maximale des 
oscillations autour du rayon vecteur est 


Amax © 65 55’. 


Les oscillations « pures » d'amplitude supérieure à aämax sont im- 
possibles : le « décrochage » vers le mouvement libre se produit iné- 
vitablement. 

Dans les cas 1° à 3° considérés ci-dessus, le système se déplace 
d’une façon analogue au déplacement d’un « haltère » rigide en orbite 
par rapport à son propre centre de masse (voir le sixième essai). 

Enfin, si 

49 —1/2<h, < 0, 
on a des oscillations « avec décrochage » vers le mouvement libre, 
et si 

5 0<m<4 vP>O0, 
on a des rotations « avec décrochage » vers le mouvement libre. 

Les domaines 4°, 5° constituent la zone du mouvement mixte 
inachevé. Examinons-le de plus près. 


7. Evolution du mouvement mixte 


Supposons que le mouvement sur la sphère se produise suivant 
la courbe de phases répondant à la valeur h, de la constante d'énergie 
dans (11.6.5) et qu'un « décrochage » ait lieu ensuite. On se demande 
si 

a) le mouvement peut revenir à la sphère après avoir quitté la 
« zone de décrochage » ? 

b) dans l’affirmative, sur quelle courbe de phases ? 

La réponse à la première question est en général positive, car, 
d’après les propriétés du mouvement libre étudiées plus haut, nous 
savons que, tôt ou tard, le cosmonaute atteindra de nouveau la 
sphère. ; 

La deuxième question est plus délicate. On est obligé de suivre 
le mouvement libre après « décrochage » jusqu’au moment où le 
cosmonaute atteint de nouveau la sphère, puis de calculer la coor- 
donnée angulaire et la vitesse à ce moment. Ce calcul associe à un 
point (q,, œi) du plan de phases un autre point (p., 2). Le point 
(1, 1) est à la frontière de la « zone de décrochage »; il sert de 
« butée » à la courbe intégrale du mouvement antérieur au « décro- 
chage ». Le point (p, 2) est l'origine d’une nouvelle phase du 
mouvement gêné; le mouvement se poursuit le long d’une courbe 
intégrale sur laquelle est situé le point (p:, q2) (sauf si (œ., 2) se 
trouve à l’intérieur de la « zone de décrochage »). Ainsi donc, pour 
faire comprendre l'allure du mouvement, on doit construire les 
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images par transformation ponctuelle des portions de la frontière 
de la « zone de décrochage ». 

La méthode d'étude des problèmes de mécanique non linéaire 
utilisant des constructions pareilles s'appelle méthode des transfor- 
mations ponctuelles. Elle s'avère utile pour analyser un mouvement 
dont les différentes phases se définissent par des systèmes différents 
d'équations différentielles. La transformation ponctuelle décrite 


Fig. 11.13. Transformation portes des frontières de la « zone de D »: 

1, trajectoires de phases et limites de la « zone de décrochage » ; 2, portions de la 

frontière de la « zone de décrochage » ; 3, leurs imaze:. Les portions (7,1*-7,7*) 
et (6,6*-10) n’admettent pas de transformés 


ici a été construite par des méthodes numériques, à l’aide d’un ordi- 
nateur. Le résultat du calcul est illustré sur la figure 11.13. N'y est 
représenté le transformé que d’une zone de décrochage; celui de la 
seconde zone est parfaitement analogue. 

L'essentiel est que cette transformation rend compte de toute 
l'évolution du mouvement (et non seulement de sa deuxième phase). 
En effet, si l’on connaît la transformation (p,, 1) —> (@:, @2) pour 
n’importe quel point (p,, m1) situé à la frontière de la « zone de 
décrochage », la nature du mouvement ultérieur devient claire: 
le point (p., 2) définit une courbe intégrale qui, arrivée de nouveau 
à la frontière de la « zone de décrochage », vient buter contre un 
point (p1'’, æi‘'’) dont nous savons obtenir le transformé (p'‘'2, p2''’), 
etc. 

L'analyse devient plus difficile quand le point initial ou son 
image se trouvent à l’intérieur de la « zone de décrochage ». Physique- 
ment, cela veut dire que le filin se tend et se relâche instantanément, 
si bien qu’un seul point de la trajectoire (et non une portion détermi- 
née) appartient à la sphère. On se trouve donc obligé de construire 
les transformés ponctuels non seulement pour les frontières de la 
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« zone de décrochage » mais encore pour la zone tout entière si l'on 
veut analyser le mouvement dans sa totalité. Pour plus de détails, 
nous conseillons au lecteur de voir notre article [11.2]. Notons 
cependant que la circonstance signalée n’est pas très importante 
pour l’évolution du mouve- 
ment. 

Il est très commode de sui- 
vre l’évolution du mouvement 
à l’aide de la courbe énergéti- 
que qui définit l'énergie À, 
après la miseenaction dela liai- 
son (après le choc) en fonction 
de l'énergie À, avant la mise 
en action de la liaison. La 
courbe énergétique h, (k,) est 
donnée sur la figure 11.14. Soit 
h, l'énergie initiale. Cherchons 
sur le schéma la valeur corres- 
pondante h,,  établissons- 
nous sur }, comme sur une 
nouvelle valeur initiale },, 
cherchons de nouveau h., et 
ainsi de suite. Un tel proces- 
sus étagé traduit la variation 
étagée de l’énergie lors des 
matérialisations successives 
de la liaison. On voit sans 
peine en examinant la courbe 
qu'au bout d’un nombre fini Fig. 11.14. Courbe énergétique 
ou infini de mises en action 
de la liaison on se trouve en présence d’un mouvement li- 
mite dont l’énergie ne change plus. Un tel mouvement limite 
peut avoir par exemple À = 1. Partiellement gêné et partiellement 
libre, ce mouvement mixte est représenté sur la figure 11.15. Le 
temps au bout duquel ce régime limite est atteint est fini, mais l’en- 
semble des valeurs initiales de l’énergie conduisant à ce régime est 
discret (« de mesure nulle » par rapport à l’ensemble de toutes les 
valeurs initiales de l’énergie). La réalisation d’un tel régime est donc 
peu probable (au sens strict la probabilité est nulle). 

On observe un phénomène analogue en analysant une série infinie 
de révimes limites périodiques à faible énergie négative, dont quel- 
ques-uns sont montrés sur la figure 11.16. Leur période est très 
grande: les oscillations à énergie négative faible ont lieu suivant 
des portions de courbes de phases voisines de la séparatrice ; chaque 
« onde » de mouvement libre correspond à la demi-période de révo- 
lution de la station orbitale. 


te 
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Il existe cependant des régimes limites pour lesquels les ensembles 
des valeurs initiales de l'énergie ne sont pas discrets mais denses. 
Ce sont des mouvements gênés purs, des oscillations autour de la 
position d'équilibre relatif avec des énergies —1,85 < hk < —0,5. 
Au bout d’un temps fini le mouvement prend la forme d'oscillations 
avec un À appartenant à l’inter- 
valle indiqué. Il se peut cependant 
que le mouvement tende indéfi- 
niment vers des oscillations avec 
h = —0,5. Tous les mouvements 
limites possibles sont indiqués sur 
la figure 11.17 et dans les ta- 
bleaux 11.1, 11.2. 

Le lecteur comprend parfaite- 
ment que l’évolution décrite ne 
concerne pas directement le mou- 
vement réel du cosmonaute à pro- 
ximité de la station orbitale. Tout 

Pa d’abord point n’est besoin de 

prendre des intervalles de temps 

Fig. 11.15. Mouvement périodique  jinfinis et des mouvements limites 
avech=1 pour analyser le mouvement du 
cosmonaute. Mais on peut très bien 

le faire pour n’importe quel système de deux corps reliés par un câble 
et lancés dans l’espace interplanétaire: un satellite, par exemple, 
composé de deux modules indépendants. Son mouvement relatif 


Le 


Fig. 11.16. Régimes périodiques à énergie négative 


se définit comme nous venons de le faire. On utilise des satellites de 
ce type en particulier pour réaliser leur orientation par rapport à la 
Terre à l’aide des forces de gravité (le système d'orientation gravi- 
tationnelle passive dont nous avons parlé dans le sixième essai). 
Pour ces satellites, la question du régime limite est essentielle. On 
veut qu'à la limite les satellites soient strictement orientés sur la 
Terre. (Dans le schéma considéré ici, nous voyons que si, dès le début 
de la première phase de mouvement gêné, les oscillations par rapport 
à la direction vers la Terre ont pris une amplitude supérieure ou 
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Fig. 11.17. Régimes limites dans le plan de phases: 7, ensemble des régimes 

limites ayant comme frontière le cycle limite avec h — —0,5; 2, trajectoires 

de phases et frontières de la « zone de décrochage » ; 3, domaine des mouve- 

ments limites avec k — —0,00825, h = — 0,00095, etc. : * 4, cycle limite avec 
h = —0, 5 et mouvement limite avec h = 1 


égale à 48° (4 — —1,85), on n’a aucune chance d'obtenir un jour des 
oscillations d'amplitude plus petite que 48°.) 

En admettant que la liaison soit parfaitement inélastique, nous 
avons simplifié considérablement l’état réel des choses. En réalité, le 
choc accompagnant la mise en action de la liaison est partiellement 
élastique ; en outre, l'énergie est dissipée en partie pendant le mouve- 
ment « libre » à cause des flexions et des torsions du câble, si bien 
que le mouvement a un caractère plus compliqué. Ce problème relève- 


Tableau 11.1 
Les mouvements qui n’aboutissent pas à la circonférence E?+n?= 


Ensemble des valeurs initiales 


conduisant au mouvement Nature du mouvement 


2n0+E6=0,1c41+2 V e7/2+c%/5L1, | Périodique, avec période de révolu- 
tion, suivant l'ellipse 

Ca = No Cs= — 310 — 250. Ca = Éo—2n0 | Nn°/(c7/2+ 08) + —c)7/4 (07/2 + 
+ c2/3)=1 


330 MOUVEMENT RELATIF DES CORPS EN ORBITE 


Tableau 11.2 
Les mouvements qui aboutissent à la circonférence E?+ n° —1 


Ensemble des valeurs initiales : 
conduisant au mouvement Nature du mouvement 


I. Sans évolution 
10h—=p;—3sin? @ > 4, p’>0 | 10 Rotation suivant la circonférence 


E2+n?=—1 dans le sens inverse de 
la révolution 


20h >0, p <0 20 Rotation suivant la circonférence 
E3n°=1 dans le sens de la ré- 
volution 

390 —3<Lh<L—C,5 30 Oscillations suivant la circonfé- 


rence £?+n°=—41 autour de la po- 
sition d’équilibre stable 


II. Avec évolution 
10 Ensemble de données initia- | 19 Cycle limite : oscillations suivant 


les de mesure non nulle la circonférence £?+n°—1 avec 
h= —0,5; le temps de transition 

est infini 
20 Ensemble de données initis- | 29 Oscillations limites suivant la cir- 
les de mesure non nulle conférence E?+n°=—1 pour » quel- 


conque tel que —1,85 << hk < —- 0,5: 
le temps de transition est fini 
30 Ensemble de données initia- | 3° Régime périodique mixte avec 
les discret co! abandon de la circonférence E?+ 
+n°=1, k=1, le temps de tran- 
sition est fini 
4° Ensemble de données initia- | 40 Ensemble discret de régimes pé- 
les discret ° riodiques mixtes avec abandon de 
la circonférence £?+n°—=1, avec 
hk1—= —0,00825, ha = —0,00215, 
ha = —0,00095, ..., ho—=—10, le 
temps de transition est fini 


Soit 2n,+t5 0, soit [e,|+2 Ve cs > 1 


d’une analyse plus poussée. Notre but était de comprendre 
la portée du problème, sa place parmi les autres problèmes de méca- 
nique du vol spatial, d'indiquer les problèmes qui peuvent se poser 
et de suggérer des méthodes d'analyse adéquates. 

Un satellite à deux modules indépendants reliés par un câble suf- 
fisamment long est un très bon objet d'analyse. La plus anodine des 
questions qui attendent leur réponses est celle-ci: le câble peut-il 
se nouer de lui-même ? 


É 
Û CLS 
ù 
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8. Grappe de corps dans l’espace 


La station orbitale peut être constituée de plusieurs modules 
autonomes identiques reliés par des câbles. On a alors un système 
à trois dimensions: par exemple, quatre modules autonomes reliés 
par des câbles de même longueur se trouvent aux sommets d’un 
tétraèdre (fig. 11.18). Une telle grappe peut-elle conserver sa forme 

| en orbite? Ce problème, posé 
par E. Dévianine, a été résolu 
par E. Novikova. Examinons- 
le. 

Par analogie à (11.2.3), les 
équations du mouvement s’é- 
crivent 


. e 3 
Pi + ei (R-p:) R=— 


3 
— D A5 (pi —P3). (11.81) 


j=1 


2 


| Ici p4, est le rayon vecteur de 
PEAR: re PDP SENSOTS FD 0m l’i-ième module de la station par 


rapport au centre de masse dela 
station, À;;le multiplicateur de Lagrange introduit par la liaison en- 
tre l’i-ième et le j-ième module. Pendant le mouvement gêné (la 
forme en tétraèdre étant conservée) tous les À;; doivent être stricte- 
ment négatifs. Les conditions des liaisons sont 


ler — p;,1<À 


Si la configuration subsiste, la station se met inévitablement à 
tourner avec une vitesse angulaire Q constante en grandeur et en 
direction dans l’espace, car l’ellipsoïde d'inertie de la station « figée » 
est une sphère, À = B = C. Alors 


- dd 
FLO xpr rx (Q x p)= 0 (Rp) — prN?, 


et l'équation (11.8.1) devient 


3 
Q (ep) + (EX) op (Rep) R= D My(pr— pp. (11:8.2) 
j=1 


Multiplions-la scalairement par Q. Il vient 
3 
3 
LR Qp2— 2 (Rp) (R°eQ)= D My(p£— pe),  (11.8.3) 


j=1 
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où les p? sont les projections des vecteurs p, sur l’axe de Q. Elles 
sont toutes constantes, car la station tourne à la façon d’un solide 
autour de l’axe de Q Soit p? > 0 la plus grande des p?. On a alors 
p$ — p$ > 0 pour p? quelconque. Puisque @ = Cte et que R balaie 
un plan (le plan de l'orbite), il arrive un moment où R-Q@ = 0; 
le premier membre de (11.8.3) devient alors strictement positif, ce 
qui est possible si au moins un sy l'est (car où — p® > 0). Or, si 
À, est strictement positif, cela signifie que le câble 
entre l’i-ième et le j-ième module de la station a 
du « mou », c’est-à-dire que la liaison cesse d’exis- 
ter. Ainsi donc, la grappe de corps ne peut pas 
conserver indéfiniment sa forme dans l’espace. 


9. Nuage de particules en orbite 
et théorème du retour de Poincaré 


Un des problèmes remarquables de dynamique 
du mouvement relatif est celui d’un nuage de 
particules larguées d’un satellite. Quel sera le 
comportement du nuage dans le temps? (En 1963 
les Américains ont réalisé le projet West Ford: la 
mise en orbite d’un & nuage» d'’aiguilles métalli- 
ques pour les besoins des télécommunications.) La 
même question pourrait bien sûr se poser à propos 
d'une agglomération importante de satellites si 
une telle agglomération avait lieu. 

Voici une succession de problèmes (numérotés) 
qui, bien que simplifiés à l'extrême, conduisent Fix. 11.19. Con- 
à la bonne réponse. figuration d'un 

Problème 1. Un grand nombre de satelli- ‘nsemble de sa- 
tes sont alignés à l'instant initial suivant un tellites 
rayon. Chaque satellite possède sa propre vitesse cir- 
culaire (fig. 11.19). Quelle sera la configuration de l’ensemble 
des satellites au bout d’un temps t? 

Solution. Considérons un satellite déterminé qui parcourt 
une orbite circulaire de rayon r avec un angle polaire @ qui varie 
suivant la loi @ = w ({ —t,). D'après la troisième loi de Kepler 
© = Vu/r#?, Donc, au bout d'un temps fixé T,=t—t,, la con- 
figuration du système sera régie par l'équation 


p=Vur,, 


= c=ÿy uTt. (11.9.1) 
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Cette équation définit une spirale que l’on voit sur la même figure. 
Plus le temps 7, est long, plus il y a de spires entre deux valeurs 
fixées r;, 7, du rayon. 

Remarquons en passant que si l'anneau r, <r << r, était à l'ori. 
gine rempli de particules à l’exception d’un vide radial ou « fente », 
cette « fente » aurait à chaque instant donné t = t, la forme d’une 
spirale analogue à celle de la figure 11.19. C’est ce fait élémentaire 
qui détermine dans une large mesure la structure spiralée des gala- 
xies. Toute « fente » ou « saillie » (d'origines diverses) de la galaxie 
s’enroule inévitablement en spirale au bout d’un certain temps: 
c’est une conséquence inévitable des lois de Kepler. 

Problème 2. Considérons deux satellites quelconques de 
l’ensemble introduit précédemment. Quel sera leur mouvement 
relatif ? 

Réponse. Soient r,;, w, et r,, w, le rayon et la fréquence de 
révolution du premier et du second satellite respectivement. Leur 
mouvement relatif p — r, — r, se définit en coordonnées polaires 
p, o par les formules 


p=Ÿ ri<+ri— 2rir, cos (@1— w2) (t — to), (11.9.2) 


__ Te SIN @o ({—to)—r3 Sin @y (— to) 


ep= To COS Oo (t— to) — F1 COS @i (t— to) ° (11.98) 
La fonction p ({) est périodique de période 
21 TiTa 
T,= ST —- ee : (11.9.4) 


Elle varie périodiquement entre ses valeurs maximale (Pmax = 
= nr, +r,) et minimale (Pmin = 72 — 71). La période 7, est très 
grande pour des satellites de périodes 7,, T, sensiblement voisines. 

Soit par exemple T, = T, + T,/n, n grand. Alors 


T,=m+1) Ti (11.9.4) 


Or, la vitesse de variation de l'angle se définit par les fré- 
quences &,, ©, et non par leur différence. La trajectoire de p (œ) repré- 
sente donc une spirale « à pulsations lentes » avec un grand nombre 


de spires. Au bout de - _. ? révolutions (à peu près) du premier 


satellite, le second s’en trouvera éloigné au maximum; au bout de 
n + 1 révolutions à peu près, les satellites reviendront à leur posi- 
tion relative d'origine. 

Problème 3. Décrire l’évolution du « nuage de satellites » 
pendant une période prolongée. 

Position du problèmeet solution. Simplifions 
au maximum la structure du nuage en supposant que les particules 
suivent une série d'’orbites circulaires de périodes T; qu’on peut 
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ordonner ainsi: 
{ 2 
Ti=T,, Ta= To+— To Ts=To+— To ..., Tyss = 
=To+Æ Ty (11.95) 


où 7 est un nombre (par exemple entier) suffisamment grand et 
k > n. Chaque période T,; est propre à tout un groupe de particules, 
mais nous parlerons par convention d’une particule unique ayant 
la période donnée. 

Suivons l’évolution d’un tel nuage. Il ressort du problème 1 
qu'au bout d’un temps assez court le nuage se trouvera étalé dans 
un domaine annulaire ri < r < r°. En effet, au bout d’un temps 
mT, la première particule aura fait m révolutions et la (4 + 1)-ième 


particule 270 7 révolutions, si bien que la spirale décrite 
Th+1 4 “ k q 
rs 


dans le problème 1 aura mm — 


-_=——"— à mspires'(si # > n). 
1 + KO n 1 . 
n k 

La période d’un satellite proche de la Terre est de 1,5 h environ. 
Cela veut dire qu’au bout de vingt-quatre heures les particules du 
nuage se seront dispersées suivant une spirale à seize spires, polluant 
pratiquement tout l’espace autour de la Terre dans la zone annulaire 
ri Lr<r2 Même pour # = n la spirale aura m/2 spires (c’est-à- 
dire qu’une spirale à huit spires se sera formée en 24 h). 

Voyons ce qui va suivre. 

Conformément à la formule (11.9.4”) du problème 2, la position 
relative du premier et du deuxième satellite se renouvellera au bout 


d’un temps T, = (n +1) T,; pendant ce temps le troisième satellite 
aura fait 7,/T; = n/(r + 2) révolutions. Pendant le temps T7, — 


= (7 +2) T, la position relative des deux premiers satellites se 
renouvellera r + 2 fois, et le troisième satellite aura fait n révolu- 
tions, si bien que la configuration initiale des trois premiers satellites 
se trouve répétée pour la première fois. En poursuivant ce raisonne- 
ment on finit par s'assurer qu’au bout d’un temps 


Ta=m+hm+2...M+AT (11.9.6) 


la configuration initiale de tous les À + 1 satellites se renouvellera, 
si bien que le nuage reprendra sa forme originale! 


Or, le temps T} est extrêmement grand. En effet, 
Ti > ntiT, NAT (1.9.7) 
Supposons que la position relative des deux premiers satellites 
se répète au bout d’un tesps 7, = 1 jour (nous avons pris à dessein 
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une valeur très petite, qui correspond à x = 15). Alors, un nuage 
constitué seulement de 102 particules n’aura repris sa configuration 
initiale qu’au bout d’un temps nettement supérieur à 2!% jours, ou 
à 10% jours. A titre de référence, le temps d'existence du système 
solaire n’est que de 101? ou 10! jours. 

Ce problème n'est qu'une pâle réplique d'un remarquable théorè- 
me de dynamique, dit théorème du retour de Poincaré. I] s'énonce 
ainsi. Supposons que le mouvement soit a) conservatif, b) borné en 
variables de phases. Alors pour la plupart des états initiaux, le systè- 
me revient, au bout d’un temps suffisamment long, à un état aussi 
proche que l’on veut de l’état initial. 

Ainsi donc, le théorème de Poincaré démontre pour un cas très 
général le retour du système à un état aussi proche que l’on veut de 
l’état initial. Par exemple, dans le problème considéré ci-dessus le 
retour ne dépend absolument pas de l’ordre concret (11.9.5) des par- 
ticules ; il reste tout aussi probable quand les particules éprouvent 
l'influence des différents facteurs perturbateurs (à condition que 
ceux-ci soient conservatifs !), quand les particules sont en interaction 
<conservative, et ainsi de suite. Il faut seulement que le mouvement 
soit conservatif et, bien sûr, que l’espace de phases soit borné (ce 
qui a sombré dans l'infini est perdu à jamais..….). 

Le théorème du retour de Poincaré « est l’une des rares conclusions 
générales que l’on puisse tirer sur le caractère du mouvement bien 
que personne n'en connaisse les détails, même dans les cas les plus 
simples » (par exemple dans un problème non intégrable à deux 
dimensions. — V.B.) ((11.6)). 

Ce théorème admet une foule d'applications, parfois assez inat- 
tendues. Voici un fait paradoxal tiré du livre 111.6] d'Arnold: 
« Si l’on abat la cloison étanche séparant en deux une chambre dans 
l’une des moitiés de laquelle on a fait le vide, on constate qu'au bout 
d’un temps assez long l’air se concentre dans l’une des moitiés de la 
chambre. ... Mais ce « temps assez long » est comparable à l’âge 
de l'Univers. » 

Nous donnerons l’énoncé et la démonstration du théorème de 
Poincaré d’après l'excellent livre de V. Arnold [11.6]. 

Considérons les équations de Hamilton (2.4.4) pour le cas général 
où à — 1, 2,..., n. Soit un espace de dimension 2n, aux coordon- 
nées D}, Qi à = 1, 2,...,n, dit espace de phases. 

Définition. On appelle flot de phases un groupe de transformations 
à un paramètre de l’espace de phases 


g': (pa (0), ga (0)) —+ (pa (4), qu ()), (11.9.8) 


où p;(t), gs (t) est solution du système d'équations de Hamilton. 


Théorème de Liouville. Le flot de phases conserve le volume: pour 
tout domaine D on a (fig. 11.20) 


volume de g'D = volume de D. 
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Nous omettons la démonstration (on la trouve par exemple dans 


(44.6). 


Théorème du retour de Poincaré. Soit g une bijection continue con- 
servant le volume, qui applique un domaine borné D de l'espace euclidien 
sur lui-même : 

gD = D. 


Il existe alors dans un voisinage quelconque À de tout point de D un 
point x € À qui retourne à À, si bien que 


g'x CEA 
pour un n > 0. 

Démonstration. Considérons (fig. 11.21) les images du 
voisinage A: À, gA, g°A. ..., g"A, ... Elles ont toutes un même 
volume strictement positif. Si el- 
les étaient disjointes, le volume 
de D serait infini. Il existe donc 
des k>0eæt1>0(4>lI) tels 
que l'intersection de gt A>0et 
g' A > 0 soit non vide: 


g'ANg'AÆO. 


Par suite g“-!A NANAZÆO0. Soit 
x = y, zEAÀ, yE A. Alors 
zEA, gfrEA n=k—T]T), ce 
qu'il fallait démontrer. 


Le théorème de Poincaré a un 
caractère éminemment abstrait. 
Ses applications en mécanique sont dues au fait que l'application g 
se laisse mettre sous la forme (11.9.8) (qui vérifie les conditions du 
théorème de Poincaré en vertu du théorème de Liouville). Parmi 
les conditions du théorème de Poincaré, la plus essentielle est que 
le domaine D de l’espace de phases du mouvement soit borné (et 
appliqué sur lui-même). Dans les systèmes à une dimension (tels que 
le pendule simple), cette condition est vérifiée par les domaines 
« contenus à l’intérieur » des séparatrices ; dans les systèmes à deux 
dimensions avec un potentiel croissant à l'infini V — —U, par les 
domaines «contenus à l’intérieur» d’un niveau d'énergie fixé 
T + V <h, et ainsi de suite. 

Problème. Dans [11.7] et dans leurs autres travaux, N. Koz- 
lov, R. Suniaiev et T. Eneiev proposent un modèle de l'interaction 
des galaxies. Une multitude de particules non attractives formant 
nuage se déplacent avec des vitesses circulaires initiales par rapport 
à une masse m, (le « noyau de la galaxie »); chaque particule est 
attirée par m, d'après la loi de Newton. Suivant cette même loi, les 


22—0262 


Fig. 11.20. Pour la c nservation du 
volume de phases 
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particules du nuage sont attirées par une autre masse m, (la « masse 
perturbatrice »). Les masses m, et m, s'attirent réciproquement d'a- 
près la loi newtonienne et la masse m, parcourt, suivant les lois de 
Kepler, une orbite hyperbolique par rapport à m,. 

Un tel système vérifie-t-il les conditions du théorème du retour 
de Poincaré ? 

Réponse. Non. 

Car le mouvement de m, est non borné. On ne peut donc affirmer 
avec certitude que la galaxie reviendra un jour à l’état initial et 
que toutes ses particules tourneront sur orbites circulaires autour 
de mo. 

Les calculs effectués par N. Kozlov, R. Suniaiev et T. Eneiev 
montrent que la masse perturbatrice m, peut « piéger » et entraîner 


Fig. 11.21. Pour la démonstration du théorème de Poincaré 


derrière elle une certaine fraction des particules ; d’autres particules 
se voient communiquer des vitesses hyperboliques par rapport aux 
deux masses m,, m, et sont « éjectées » hors de la galaxie. Les parti- 
cules restées au voisinage de m, ont des vitesses elliptiques par 
rapport à m,, et le nuage lui-même se transforme sensiblement en 
prenant une forme fortement spiralée. 

À cet instant précis, proposons-nous de séparer le nuage resté 
au voisinage de m, d’avec la masse disparue m,: supposons que m; 
cesse complètement d'attirer les particules du nuage. Nous obtenons 
ainsi un nouveau problème initial: une masse m, est entourée par 
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un nuage spiral de particules qui sont attirées par m, mais ne s’atti- 
rent pas les unes les autres et qui ont toutes des vitesses elliptiques 
par rapport à m,. Maintenant le système vérifie les conditions du théorè- 
me de Poincaré. On peut affirmer que, quelles que soient les défor- 
mations successives subies par une telle « galaxie », elle finira par 
revenir un jour à sa structure spirale de départ! 

Rappelons cependant que le temps nécessaire à un tel retour est 
nettement supérieur à la durée de vie d’une galaxie. 


DOUZIÈME ESSAI 


MOULINET SPATIAL 


— Prenez donc garde, mon seigneur, répliqua Sancho 
Pança ; ce que nous voyons là-bas ne sont pas des géants, 
mais des moulins à vent. 


Cervantès 
Don Quichotte 


1. Satellites Proton 


Dans le sixième essai nous avons évoqué les effets remarquables 
que l’on observe dans le mouvement du satellite autour de son propre 
centre de masse, dans l’évolution de la rotation et de l'orientation 
du satellite. Provoqués par l’action du champ gravitationnel, ce sont 
cependant des phénomènes plus ou 
moins communs aux corps célestes 
naturels et artificiels. 

Le satellite artificiel éprouve 
en même temps l’action de nom- 
breuses autres forces, aérodynami- 
ques par exemple. Il se déplace 
dans les couches hautes fortement 
raréfiées de l’atmosphère terrestre, 
où l'influence systématique, bien 
que faible, des forces aérodynami- 
ques risque de provoquer (et provo- 
Fig. 12.1. Vue d'aspect d'un sa- que, effectivement) une évolution 

tellite Proton lente tant de l'orbite que de la 
rotation propre du satellite. 

Puisque les profils des satellites sont très variés, quelquefois 
« exotiques », et que les propriétés aérodynamiques dépendent es- 
sentiellement du profil, les moments des forces aérodynamiques con- 
duisent parfois à une évolution « fantaisiste » de l'orientation du 
satellite. 

En 1965-1968, une série de satellites lourds Proton, les plus lourds 
de tous les satellites scientifiques, a été lancée en Union Soviétique. 
Ce qui les distingue, c’est qu'ils sont dotés de piles solaires sous forme 
de larges aubes disposées en symétrie oblique par rapport aux axes 
du satellite (fig. 12.1). 

Pendant son mouvement en orbite le satellite rencontre un cou- 
rant contraire de milieu raréfié. Ce fluide, tombant sur les aubes 
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des piles solaires, met le satellite en rotation, un peu comme le 
vent fait tourner un moulinet d’enfant ou un moulin à vent, à ceci 
près que, solidaire de ses aubes, le satellite commence à tourner 
lui-même. Cela fait naître toute une série de phénomènes originaux 
dans l’évolution de la rotation et de l'orientation des Proton. 


2. Comment on l’a découvert 


Ces phénomènes ont été découverts pendant l’analyse des données 
expérimentales sur la rotation et l'orientation du satellite Proton-2. 

Nous avions promis, dans le sixième essai, d'expliquer ce qu'est 
la détermination expérimentale de l'attitude d’un spoutnik. Il est 
temps de tenir notre promesse. 

En effet, on ne sait rien d’avance, le plus souvent, sur l’attitude 
du satellite et ses variations ultérieures. (Il s’agit d’un satellite 
dépourvu d’un système d'orientation approprié.) Or, il est nécessaire 
de connaître son attitude, sans quoi on n'’arrive pas à interpréter 
correctement les indications des instruments scientifiques installés 
à bord. N'oublions pas que les instruments scientifiques ont pour 
mission de mesurer les caractéristiques physiques de l’espace proche 
de la Terre ou interplanétaire ; le lancement de chaque nouveau sa- 
tellite marque une nouvelle étape de la connaissance de la nature. 
Mais comment peut-on parler de connaissance si l’on ne comprend 
pas ce que disent les instruments! Il faut donc savoir à chaque instant 
où « regarde » tel instrument, c’est-à-dire connaître l’orientation du 
satellite dans l’espace. A cet effet, on munit le satellite de détecteurs 
d’attitude. Les indications des détecteurs sont transmises à la Terre. 
Le détecteur solaire par exemple, annonce si sa fenêtre d'admission 
est éclairée ou non; le détecteur magnétique indique la position 
actuelle de la ligne de force du champ magnétique de la Terre par 
rapport au corps du satellite, et ainsi de suite. On demande de recon- 
stituer l’attitude du satellite compte tenu de ces données. 

Or, le malheur est que, premièrement, les indications des détec- 
teurs sont échelonnées généralement dans le temps, si bien qu’à 
chaque instant on ne dispose que de l'indication d’un seul détecteur 
et qu'à certains instants on n’a aucune indication. 

Le malheur est que, deuxièmement, tout détecteur se trampe 
toujours un peu: ses indications sont inévitablement entachées 
d'erreurs, généralement petites d’ailleurs (et c’est encore heureux..….). 
En effet, le détecteur n’est qu’un instrument comme les autres, et 
son fonctionnement est extrêmement sujet aux brouillages qui faus- 
sent tant la transmission de ses données que leur lecture au sol; 
ce qu'on tient en mains n’est donc pas tout à fait (voire tout à fait 
pas) ce que le détecteur voulait dire. 

Le malheur est que, troisièmement, on ignore tout à priori sur 
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le mouvement du satellite autour de son centre de masse, même 
approximativement : il n°y a donc aucun point de départ pour l’ana- 
lyse. 

Le malheur est que, quatrièmement, nous connaissons encore mal 
les forces et les moments exercés sur le satellite dans chaque cas 
concret, ce qui ne permet pas de calculer avec certitude, dans bien 
des cas, l’évolution de l'attitude du satellite. 

Le malheur est que. cinquièmement, le mouvement du satellite 
et les indications des détecteurs se combinent parfois de telle façon 
que l’on se trouve incapable de comprendre quoi que ce soit sur le 
mouvement... 

Une avalanche de malheurs en somme, mais il faut travailler. 

La restitution de l’attitude exige naturellement un dépouillement 
mathématique minutieux des résultats des mesures. On se donne 
toujours un modèle du mouvement du satellite autour de son centre 
de masse, afin de pouvoir réunir les indications disparates des détec- 
teurs dans le cadre d’une « trajectoire » unique. On choisit un algo- 
rithme statistique de traitement de l'information qui permet d’exploiter 
de la « meilleure facon » les indications des détecteurs avec leurs 
erreurs aléatoires, d’atténuer ces erreurs et de dégager une trajectoire 
« moyenne » qui traduit mieux que les autres ce que les détecteurs ont 
« voulu dire ». Si nécessaire, on procède parallèlement au recense- 
ment des facteurs perturbateurs. Par exemple on calcule les moments 
des forces exercées sur le satellite. 

Supposons que le mouvement autour du centre de masse soit 
défini par un vecteur 


r (a, ti) (12.2.1) 


qui détermine précisément le modèle du mouvement. Ensuite, sup- 
posons que le mouvement soit complètement défini par la donnée 
d’une famille de paramètres constants a (a;) (i — 1, 2, ..., m). Le 
modèle du mouvement peut ainsi être représenté par la solution 
des équations différentielles du mouvement. Supposons, enfin, que 
les moments des forces intervenant dans ces équations soient écrits 
sous forme explicite mais contiennent des paramètres constants que 
l’on ne connaît pas exactement. Sous ces hypothèses, a; sont les 
données initiales pour l’intégration des équations et les paramètres 
constants dans l'expression des moments des forces. 

Supposons qu’en faisant des mesures à bord du satellite à des 
instants ?, (nr — 1,2,...,N; m< N), on ait obtenu des quantités 
Ÿn. On connaît l’influence de l'orientation du satellite sur 1, si bien 


qu'on peut calculer sa valeur théorique Ÿn — 4, fr (a,t,), t,}. Ecri- 


vons les différences E, = Ÿn — Ÿ, entre les valeurs théorique et 
mesurée de la fonction . Il s’agit de déterminer les paramètres incon- 
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nus a de façon à minimiser l’ensemble des différences £,, auquel cas 


la fonction considérée 1 (t) correspondra « en moyenne » aux valeurs 
mesurées 4,. En statistique mathématique, on utilise à cet effet, par 
exemple, la méthode des moindres carrés, qui consiste à minimiser en 
a la somme 


N 
D= D EE, (12.2.2) 
ne 1 be 


dans laquelle 1/0% sont des coefficients de pondération qui dépendent 
de la nature des erreurs aléatoires entachant les valeurs mesurées 
Ÿn- Les conditions nécessaires du minimum de © 


0 00 0® 
Ta 0 5-0, 0 (12.2.3) 
conduisent à m équations pour m paramètres inconnus 4j, ..., 


Il n’est déjà pas aisé de résoudre le système d'équations (12.2 2 3) 
par rapport à a;. On utilise généralement la méthode des approxima- 
tions successives. A cet effet, on doit connaître les valeurs des para- 
mètres a; en approximation initiale ou « zéro ». L'approximation 
zéro ne peut avoir d’autre source que l’information sur l'attitude du 
satellite, c’est-à-dire les valeurs mesurées W, elles-mêmes; l’algo- 
rithme de détermination doit comprendre donc, à titre de partie 
constitutive indispensable, un algorithme particulier de recherche 
de l'approximation zéro. Cette vaste tâche ne peut être résolue 
autrement qu'avec un ordinateur. 

Il existe aujourd’hui tout un chapitre de la théorie des mouve- 
ments des satellites artificiels consacré au dépouillement mathéma- 
tique des mesures en orbite pour la détermination de la trajectoire 
réelle et des facteurs perturbateurs en jeu [12.1]. Une des premières 
recherches effectuées dans ce sens est due à T. Eneiev, A. Platonov et 
R. Kazakova [12.10]. De nombreux auteurs décrivent la détermina- 
tion de la densité de la haute atmosphère de la Terre et des harmo- 
niques du potentiel de la gravitation terrestre d’après les mesures en 
orbite. E. Akim a décrit pour la première fois la détermination des 
harmoniques du potentiel de la gravitation lunaire d’après les obser- 
vations du mouvement d’un satellite artificiel de la Lune [12.2]. 

Le problème de la détermination de l'attitude des satellites d’ap- 
rès les données des observations est sensiblement similaire à celui 
de la détermination des orbites et relève de méthodes analogues, bien 
qu'il présente en même temps un caractère spécifique et des difficul- 
tés particulières. La première fois, ce fut pour le troisième spoutnik 
soviétique que l’attitude a été déterminée d'après les résultats des 
mesures prises à bord [12.3]. Pour les satellites Proton, la méthode 
utilisée et les résultats de la détermination de l'attitude ont été 
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décrits dans [12.4], ainsi que dans une série d’articles, par exemple 
dans [12.5-12.9] *). 

Signalons quelques effets dynamiques intéressants dans l’évolu- 
tion de l'attitude d'un satellite Proton. 


3. Ce qu'on a découvert 


La figure 12.2 donne le tableau expérimental [12.4, 12.8] de l’évo- 
lution dans le temps de deux paramètres de rotation et d'orientation 
du satellite Proton-2. La signification du premier paramètre — 


L, m-kpf.s 


100 


N 


Fig. 12.2. Evolution des paramètres de rotation et d'orientalion du satellite 
Proton-2 


module Z du vecteur moment cinétique — a déjà été expliquée dans 
le sixième essai. Examinons l’autre paramètre: 


2— sin? Ÿ (Â+esin?), (12.3.1) 
__B—A C 
“7 Ce À: 


*) Au cours de ces recherches, l’auteur a eu la chance de travailler en 
coopération avec une équipe de chercheurs: Iou. Zonov (détermination de l'atti- 
tude du troisième spoutnik) [12.3], V. Goloubkov et I. Khatskévitch (mise au 
point d’une série de méthodes automatisées, détermination de l'attitude des 
satellites Proton et d’autres satellites) [12.3-12.8], E. Lavrovski et S. Trouchine 
(détermination de l'attitude des satellites Elektron) [12.5]. 
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Fig. 12.3. Trace du vecteur moment cinétique du satellite Proton-2 sur la sphè- 

re céleste (les chiffres affectant la courbe marquent les révolutions successives 

du satellite). Les points p = 0°, p = 180° correspondent aux pôles Nord et Sud 
du monde respectivement 


Ici À, B, C sont les moments d'inertie centraux principaux du satel- 
lite C > B> A), Ô l'angle déjà connu entre l’axe longitudinal 
du satellite (axe du moment d'inertie C) et le vecteur moment ciné- 
tique L, et o l’angle de rotation propre égal à l’angle de rotation 
du satellite autour de son axe longitudinal. En l’absence des mo- 
ments de forces extérieures le mouvement est non perturbé, et la 
grandeur k pour un satellite triaxial reste constante, de même que L. 
Les valeurs k — 0 correspondent alors à la rotation autour de l’axe 
longitudinal idu satellite (8 — 0 ou 8 = x), et les valeurs k — 
À + e, à sa rotation au voisinage de l’axe transversal. Pour un 
satellite dynamiquement symétrique (B — À = 0) la variation de 
h de 0 à 1 signifie simplement que le satellite passe de la rotation 
« longitudinale » (ô — 0) à la rotation « transversale », ou « culbu- 
tage » (0 — 1/2); ainsi donc, la variation de h coïncide qualitative- 
ment avec celle de l’angle ©. 

D'après ce que nous avons vu dans le sixième essai, il est clair 
que, pour un satellite qui tourne rapidement dans un champ gravi- 
tationnel, ZL et h sont constants tous les deux. Ces grandeurs sont 
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insensibles à l’action de nombreuses perturbations. En présence 
des forces dissipatives, L et k varient de façon monotone; pour plus 
de détails, voir notre ouvrage [12.11]. 

Il n'empêche que la figure 12.2 fait état d’un tableau vraiment 
insolite de variation des paramètres L et h: ces deux grandeurs oscil- 
lent avec une période considérablement prolongée et une amplitude 
assez grande. La valeur de ZL change d'un facteur 5, et la variation 
de k permet de voir que le satellite en orbite passe de la rotation 
longitudinale au culbutage, et vice versa. Le mode de rotation 
évolue bien sûr assez lentement : la période est de 55 à 57 révolu- 
tions (les chiffres marqués en abscisses sur la figure 12.2 sont les 
numéros successifs des révolutions). La grandeur ZL varie avec une 
période deux fois plus courte ; sa valeur est maximale (ce qui corres- 
pond au maximum de la vitesse angulaire) quand le satellite tourne 
autour de son axe longitudinal, elle devient minimale pendant la 
transition de la rotation longitudinale au culbutage, puis redevient 
maximale quand le régime de culbutage est atteint, etc. 

Il faut dire que la position du vecteur moment cinétique dans 
l’espace varie très fortement elle aussi : l’envergure de ses oscillations 
atteint les 180°. On voit sur la figure 12.3 la trace du vecteur moment 
cinétique du satellite Proton-2 sur la sphère céleste au cours des 90 
premières révolutions en orbite; on remarque que, pendant cette 
période, l’extrémité du vecteur a traversé deux fois le voisinage de 
chacun des deux pôles du monde. 


4. Comment l’expliquer 


Toutes ces modulations des grandeurs au comportement tran- 
quille trouvent leur explication dans l'effet d’hélice: l’action du 
courant contraire sur les plans des piles solaires disposés en symé- 
trie oblique. Point n’est besoin d'établir ici une théorie rigoureuse des 
effets, car ceux-ci sont tellement « grossiers » qu'ils se manifestent 
déjà dans des problèmes modèles judicieusement posés. Supposons 
que le satellite soit un solide dynamiquement symétrique, que les 
droites joignant les centres des aubes opposées passent par le centre 
de masse du satellite et que le corps du satellite — à l’exception des 
aubes — ne procure aucun moment aérodynamique; ces conditions 
se trouvent réunies par exemple quand le satellite est une sphère 
dont le centre coïncide avec le centre de masse. 

Ceci posé, le seul moment aérodynamique en action est le moment 
d’hélice. Nous allons le définir à partir d’un raisonnement simplifié 
(un raisonnement plus rigoureux [12.4, 12.9] conduit à un résultat 
similaire). 

Supposons que l’axe longitudinal du satellite se confonde avec 
la direction de la vitesse V du centre de masse du satellite. Les « aubes 
du moulin » créent alors un moment moteur constant qui fait tour- 
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ner le satellite autour de son axe longitudinal (le moulinet se met à 
tourner quand on souffle dessus). Comme il se doit en aérodynamique, 
ce moment est proportionnel à la pression cinétique pV*, où p est la 
masse volumique de l'air et V la vitesse du courant contraire. Ainsi 
donc, le moment d'’hélice est m — açpV*; la constante a, a pour 
dimension m° (produit de l’aire par le « bras de levier »). 

Il est logique qu’en faisant dévier l’axe du satellite de la direc- 
tion du courant, le moment d’hélice diminue; il s’annule lorsque 
l’axe du satellite devient normal au vecteur vitesse (le moulinet 
ne tourne pas quand on souffle de côté). Si l’axe du satellite est 
orienté exactement à l'opposé de la vitesse, le moment reprend sa 
valeur maximale a,pV*® mais avec le signe contraire, car la rotation 
du satellite se produira en sens inverse (à partir de l’état de repos) 
par rapport à la direction positive fixée de l’axe longitudinal. Le 
comportement de la composante longitudinale du moment, qui varie 
en fonction de la position de l’axe par rapport au vecteur V, se décrit 
de la façon la plus simple par la formule approchée 


Mo: = pV’aa”, (12.4.1) 


Se 

dans laquelle &” = cos (Oz, V) est le cosinus de l’angle formé par 
l’axe longitudinal Oz du satellite et la vitesse V de son centre de 
masse. Dans le texte qui suit, nous utiliserons partout cette formule. 

Dirigeons les deux autres axes Or, Oy du satellite suivant les 
droites qui joignent les centres des aubes opposées. Les contributions 
de ces axes sont analogues à celle de Oz, à ceci près qu’on a deux aubes 
en action au lieu de quatre (un a, différent) et que les aubes sont 
orientées d’une autre façon (le moment est de signe contraire). Les 
composantes du moment suivant les axes Ox, Oy s'écriront donc 


Mozx = —pV'a;a, Moy = —pV*ax, (12.4.2) 


MN M : . 
où æ& — cos (Or, V}), x’ — cos (Oy, V). Si les aubes sont calées à 
45° sur l'axe longitudinal (comme sur les satellites Proton), on a 


a = + a, (car, des quatre aubes d’égale « aire efficace » *), deux 


seulement sont en action). Si les angles de calage des aubes sont 
différents, le rapport a,/a, change en raison de la différence des « aires 
efficaces » mais l’on a toujours 


dy < dy. (12.4.3) 
Le problème ainsi posé revient donc à suivre l’évolution de la 
rotation rapide d'un satellite dynamiquement symétrique sous 


l'action des moments (12.4.1), (12.4.2). On peut examiner cette évo- 
lution en introduisant, comme dans le sixième essai, les variables Z, 


*) Aire de la projection de l'aube sur le plan normal à l’axe considéré. 
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p, G (le module du vecteur moment cinétique et deux angles définis- 
sant sa position par rapport au plan de l’orbite) et Ÿ (l’angle entre 
le vecteur moment cinétique et l’axe longitudinal du satellite). Or, 
il est plus commode de remplacer p et © par l'angle 8 entre le vecteur 
moment cinétique L et la direction de la vitesse V, au périgée de 
l'orbite, et l'angle À de rotation de L autour de V, mesuré à partir 
du rayon vecteur du périgée de l'orbite (fig. 12.4). 


Fig. 12.4. Variables définissant la position du satellite et son moment cinétique 


Ecrivons les équations d’évolution et faisons comme d'ordinaire 
le passage à la moyenne suivant la variable rapide (l’angle de préces- 
sion 4). Nous obtenons un système d'équations d’évolution [12.4]: 


T= LR AS LE [ai (a0+ a) +sint®| Va 
REV Fe [ai—(ao+ as) _ sin? © | * 
* (V,sin6+V,cos 6 cos), 
= Pa VuP|—a, + (a+ a) cos? 8] x CE 
X (V,cos8—V, sin 6 cos À), 
dd 


15 
= fa TRE (ao + &i) Sin Ÿ cos Ÿ *X 


X (Vicos6—V, sin 8 cos À). } 

Nous avons pris comme variable indépendante l’anomalie vraie v 
au lieu du temps. Comme toujours L est la constante de gravitation, 
P le demi-paramètre focal de l'orbite; de plus p. est la densité de 
l'atmosphère au périgée de l'orbite. Soit p = p/p,; les fonctions 
V,, Va se laissent mettre alors sous la forme 


= p (À) (e + cos v) 1 +e+2e cos v 


(1+e cos v)° ? 
_—/,7 Sinv Vi+ez+2e cos v 
PU + 
h— Pe 1 — cos v 


1+e 1+ecos v ? 
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où e est l’excentricité de l'orbite et h l’altitude du satellite au-dessus 
du périgée de l'orbite. Nous n'’aurons d’ailleurs aucun besoin de 
connaître explicitement les fonctions V,, V, périodiques en v; 
remarquons seulement que les seconds membres des équations (12.4.4) 
dépendent explicitement du « temps » v, ce qui ne facilite sûrement 
pas les choses, vu que ces équations sont déjà en elles-mêmes suffi- 
samment compliquées. En effet, les équations d’évolution (12.4.4) 
définissant l'influence de l'effet d’hélice sur le satellite se prêtent 
beaucoup plus difficilement à l’analyse que les équations d’évolu- 
tion dans le champ gravitationnel (sixième essai), car on a ici quatre 
équations par rapport aux angles d'orientation du vecteur moment 
cinétique au lieu de deux. Les deux équations additionnelles décri- 
vent la variation du module Z du vecteur moment cinétique et de 
l’angle Ÿ que fait ce vecteur avec l’axe longitudinal du satellite. 
Il est d'autant plus agréable que des équations aussi compliquées, 
présentant des fonctions explicites du temps dans leurs seconds 
membres, admettent deux intégrales premières exactes. Cela permet 
de faire une analyse qualitative efficace du comportement de la 
solution des équations d'évolution. Voici ces Pie premières : 


L sin 8 [cotg 8|° — L, Q = —1— PET — ; , (12.4.5) 


lg 81% Icos | cos2p=c,, cos Ô— —sinO6sinA. (12.4.6) 


Ici p est l’angle entre L et la normale au plan de l'orbite. 

Les courbes intégrales (12.4.5), (12.4.6) sont montrées sur la 
figure 12.5, a, b. En mouvement réel ces courbes ne seront pas tou- 
jours parcourues dans leur totalité. Puisque les seconds membres des 
équations différentielles (12.4.4) sont explicitement périodiques en v 
de période 2x, leur solution doit contenir, elle aussi, une composante 
périodique de période similaire. Il en résulte que le point repré- 
sentatif oscille dans les plans p, cos Ô et L, cos ® (fig. 12.5) le long 
de la courbe intégrale (12.4.5) et respectivement (12.4.6) avec une 
période approximativement égale à la période de révolution 7, du 
satellite. Ces oscillations sont de très faible amplitude: pendant la 
période T,, elles ne couvrent qu’une portion très limitée de la courbe 
intégrale. 

Si l’orbite est circulaire, l’« avancement » du point représentatif 
le long de la courbe intégrale pendant la première demi-orbite du 
satellite est compensé par un « recul » de la même valeur pendant 
la seconde demi-orbite, si bien que le point représentatif oscille 
autour de sa position moyenne fixe. Autrement dit, les variables 
L, p, © oscillent (avec une faible amplitude) autour de leurs valeurs 
initiales en restant inchangées en moyenne. Ce phénomène est 
facile à expliquer du point de vue physique : tous les points de l’orbi- 
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(6) 0.5 1 cos 


Fig. 12.5. Courbes intégrales 


te circulaire se trouvant dans les mêmes conditions, la pression cine- 
tique est la même en tout point, si bien que toute perturbation du 
mouvement se trouve compensée au point diamétralement opposé 
de l'orbite. En effet, le vecteur moment cinétique conserve sa direc- 
tion dans l’espace pendant la révolution du satellite, ce qui signifie 
que sa direction par rapport au courant contraire change. La diffé- 
rence entre ces directions relatives atteint son maximum précisément 
à des points diamétralement opposés de l'orbite circulaire. Pour ainsi 
dire, si « le vent souffle » sur le moulinet « dans le bon sens » en un 
point de l’orbite, il souffle « dans le mauvais sens » au point diamétra- 
lement opposé. Comme quoi le moulinet ne risque pas de s’emballer.… 
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Or, en orbite elliptique il en est tout autrement. La pression ciné- 
tique est sensiblement plus forte au périgée qu’à l’apogée, si bien 
que les perturbations du mouvement à l'apogée ne compensent pas 
celles qui se manifestent au périgée : il se produit une accumulation 
graduelle des perturbations. Sur les courbes intégrales de la figure 12.5 
les points représentatifs « avancent » plus qu'ils ne « reculent » pen- 
dant chaque révolution de période 7, et au bout de quelques révo- 
lutions on découvre une évolution tangible des paramètres L, p, Ÿ. 

Ce changement essentiel de l’orientation initiale fait prendre au 
courant contraire, au périgée, une direction différente par rapport 
au satellite, ce qui conduit finalement les paramètres du mouvement 
à évoluer en sens inverse, et ainsi de suite. En fin de compte, l’évo- 
lution des paramètres de rotation et d'orientation du satellite en 
orbite elliptique acquiert un caractère lentement périodique (de 
période égale à quelques dizaines de révolutions). Les points repré- 
sentatifs parcourent par suite une portion nettement agrandie des 
courbes intégrales de la figure 12.5, oscillant avec une période pro- 
longée le long de cette portion de courbe : il est à noter que ces oscil- 
lations de période prolongée résultent d’une multitude d'’oscillations 
de période courte (égale à une révolution) qui n’ont pas été complè- 
tement compensées. La figure 12.5 permet de voir les portions de 
courbes intégrales parcourues en mouvement réel. 

On remarque sur la figure 12.5, b que la valeur de Z peut varier 
avec une période prolongée dans des limites suffisamment larges, 
ce qui équivaut à une variation de la vitesse angulaire de la préces- 
sion propre du satellite. Tantôt la vitesse de la précession propre 
augmente (quand la composante du moment d’hélice suivant le 
vecteur L est positive en moyenne), tantôt elle diminue (lorsque le 
moment d'hélice change d'orientation par rapport à L). 

Change en même temps le mode de rotation du satellite, caracté- 
risé par Ÿ. La satellite peut passer du culbutage (8 & x/2) à la 
rotation autour de l’axe longitudinal (8 = 0) et inversement, toujours 
avec une période prolongée. Les courbes intégrales de la figure 12.5, b 
permettent de voir aussi que le moment cinétique L est maximal 
pendant la rotation autour de l’axe longitudinal (cos Ÿ Æ 1) et trans- 
versal (cos Ÿ & 0), et minimal en régime transitoire, ce qui est pleine- 
ment conforme au tableau d'évolution établi par les moyens expéri- 
mentaux et représenté sur la figure 12.2. 

Pour dégager la dynamique du mouvement à l’état pur, on doit 
considérer comme négligeables les oscillations de courte période. 
A cet effet, on fait un nouveau passage à la moyenne dans les équa- 
tions d'évolution (12.4.4) suivant la variable rapide v. Il vient 


I=— \V 2 dv = Cte= 0. 
0 
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25 
1 0 
Z | Vrdv=0, 
0 
d’où il ressort aussitôt que 


à = À, = Cte (2.4.7) 


à l’approximation consentie. Par conséquent, le vecteur L ne tourne 
plus autour de la direction de la vitesse au périgée V, mais se déplace 
seulement dans le plan qui contient V.,. Autrement dit, des deux 
angles définissant la position du vecteur L dans l’espace, l’un reste 
donc constant et l’autre — l'angle 8 — varie. Compte tenu de 
(12.4.7), on déduit immédiatement de (12.4.6) l'intégrale première 
sous une nouvelle forme: 


| tg à |2& | cos Ÿ | sin* 6 = Ce. (12.4.8) 


Les courbes intégrales (12.4.8) représentées sur la figure 12.5, c 
permettent de voir que les transitions périodiques du culbutage 
(ô = 7/2) à la rotation longitudinale du satellite (6 & 0) font 
inévitablement osciller le vecteur moment cinétique avec la même 
période. dans une gamme à peu près égale à 180°. Or, cela est tout 
aussi conforme au tableau du mouvement dans l’espace du vecteur 
moment cinétique du satellite Proton-2 représenté sur la figure 12.3. 
Nous nous rappelons que le vecteur moment cinétique « se promène » 
du pôle Nord au pôle Sud du monde pendant que le satellite passe 
de la rotation longitudinale au culbutage et inversement. Nous cons- 
tatons donc que notre théorie « colle » qualitativement aux données 
expérimentales. 

En ce qui concerne la correspondance quantitative, point n’est 
besoin de la rechercher, vu l’approximation adoptée. En effet, nous 
avons passé outre aux moments gravitationnels (près de 5 % des 
moments aérodynamiques pour les Proton), aux facteurs dissipatifs, 
à la qualité aérodynamique du corps du satellite lui-même, à « l’om- 
bre » jetée par le corps sur les aubes et à une multitude d’autres 
effets. Ce sont précisément les facteurs négligés qui expliquent en 
particulier la forme en huit de la trace du vecteur moment cinétique 
sur la sphère céleste (fig. 12.3) (nous n'avons expliqué que l’ampli- 
tude de 180° de cette trace). 

Le problème aérodynamique posé avec rigueur devrait tenir 
compte de l’interaction entre les molécules de l'air et la surface du 
satellite bombardée par ces dernières au cours du vol. Bien plus, les 
données expérimentales sur le mouvement des Proton autour du 
centre de masse permettent de cerner le caractère de cette interaction 
(voir [12.9)). 

Or, notre objectif était beaucoup plus modeste: construire un 
23—0262 
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modèle des phénomènes révélés. Et il faut dire que nous y avons 
réussi. 

Notons enfin que les courbes intégrales définissent un point 
stationnaire stable (en moyenne suivant v) 0* — x/2, sin? 8* = 2. 
Si le mouvement s’inscrit dans ces conditions initiales (ou voisines 
de celles-ci), il ne les quittera plus; dans ce cas, la valeur du vecteur 
moment cinétique L = L, restera, elle aussi, constante (quoique arbi- 


L/L 8,3% 
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Fig. 12.6. Courbes des fonctions L/L, (v), 0 (v), 8 (v) 


traire). Comme nous l'avons déjà signalé, on peut prendre pour un 
satellite Proton dans notre modèle a, — 2a;, auquel cas on a &« = 1/3 
et la valeur stationnaire de l’angle ÿ* se définit par 


cos 0*=1/V3 (9*2% 54°,7). 


Si les données initiales sont nettement différentes du point sta- 
tionnaire, le mouvement subit des modifications profondes, ce que 
nous avons déjà vu. 

On voit sur la figure 12.6 les courbes des fonctions 6 (v), 8 (v), 
L/L, (v) dégagées par intégration numérique des équations (12.4.4). 
Pour faire mieux ressortir les effets, on a fortement majoré la valeur 
du moment d'’hélice, ce qui permet de se rendre compte des oscilla- 
tions de courte période qui se superposent à l’évolution lentement 
périodique. En ce qui concerne cette dernière, elle possède bien sûr 
toutes les propriétés dégagées ci-dessus. 
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C'est à dessein que l’auteur a choisi pour son dernier essai un 
problème qui serait impensable en mécanique ancienne, « d'avant les 
satellites », avant de faire ses adieux au lecteur. 


Je sais que je suis mortel, que ma vie n'est pas longue, 

et cependant, 
Quand je contemple les révolutions complexes des étoiles, 
Il me semble que mes pieds quittent le sol et qu'à la table 


de Zeus 
Je m'abreuve d'ambrosie, nourriture des dieux immortels 
9 


dans les cieux. 
Ptolémée 
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